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複素微分  
 

ZijjiR ZijzjzizzZ ０+++= 000000 ,  

ZijjiR ZijzjzizzZ ０+++= , として、  

( )ZF がある１点 0Z の近傍 rZZ − 0 で

定義されているとする。  

( ) ( )

0

0

0

lim
ZZ

ZFZF

ZZ −

−

→
 

が有限な値ならば、これを ( )0ZF の微分

係数と呼ぶことにする。極限値  

( ) ( )

0

0

0

lim
ZZ

ZFZF

ZZ −

−

→
 

が存在し、 ( )0ZF が 0Z の近傍でなめらか

であれば、 ( )0ZF を 0Z の近傍で定義でき

る。  

 

微分の性質、  

( ) ( )( ) ( ) ( )ZGZFZGZF =


  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )ZGZFZGZFZGZF +=


  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )2ZG

ZGZFZGZF

ZG

ZF −
=











 

が成り立つ。  

合成関数の微分の性質、  

( ) ( )
dU

dZ

dZ

dW

dU

dW
UGZZfW === ,  

も成り立つ。  

 

Cauchy-Riemann の関係式  

ijzjzizzZ ijjiR +++= が、関数 F によ

り ijwjwiwwW ijjiR +++= に対応する

とき、 ( )ZFW = とする。点W の各要素

( )ijjiR wwww ,,, が ijjiR zzzz ,,, の 関 数

ijjiR ffff ,,, で表現できるとする。つま

り、  

( )ijjiRRR zzzzfw ,,,=  

( )ijjiRii zzzzfw ,,,=  

( )ijjiRjj zzzzfw ,,,=  

( )ijjiRijij zzzzfw ,,,=  

とする。  

 

( ) ( )
( ) +=

−+
ZF

H

ZFhZF
 

とおく、 0→H ならば 0→ となる。  

( ) ( ) ( )( )+=−+ ZFHZFhZF  

ijzjzizzZ ijjiR +++=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ijZfjZfiZfZfZF ijjiR +++=  

( ) ( )ijjiRRR zzzzfZf ,,,=  

( ) ( )ijjiRii zzzzfZf ,,,=  

( ) ( )ijjiRjj zzzzfZf ,,,=  

( ) ( )ijjiRijij zzzzfZf ,,,=  

( ) ijfjfiffZF ijjiR


+


+


+


=  

ijhjhihhH ijjiR +++=  

ijji ijjiR  +++= とおく。  

( ) ( )ZFhZF −+  

( )( ijijjjiiRRR hzhzhzhzf ++++= ,,,  

( ))ijjiRR zzzzf ,,,−  

( )( ijijjjiiRRi hzhzhzhzf +++++ ,,,  

( ))izzzzf ijjiRi ,,,−  

( )( ijijjjiiRRj hzhzhzhzf +++++ ,,,  

( ))jzzzzf ijjiRj ,,,−  

( )( ijijjjiiRRij hzhzhzhzf +++++ ,,,  

( ))ijzzzzf ijjiRij ,,,−  

( )( )EZFH +  

( )ijhjhihh ijjiR +++=  

( ) ( )( iff iiRR  +


++


  

( ) ( ) )ijfjf ijijjj  +


++


+  

実数項、 i項、 j 項、 ij 項それぞれ比較す

ると、  

( )ijijjjiiRRR hzhzhzhzf ++++ ,,,  

( )ijjiRR zzzzf ,,,−  

( ) ( )iiiRRR fhfh  +


−+


=  

( ) ( )ijijijjjj fhfh  +


++


−  

( )ijijjjiiRRi hzhzhzhzf ++++ ,,,  

( )ijjiRi zzzzf ,,,−  

( ) ( )RRiiiR fhfh  +


++


=  
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( ) ( )jjijijijj fhfh  +


−+


−  

( )ijijjjiiRRj hzhzhzhzf ++++ ,,,  

( )ijjiRj zzzzf ,,,−  

( ) ( )ijijijjR fhfh  +


−+


=  

( ) ( )iiijRRj fhfh  +


−+


+  

( )ijijjjiiRRij hzhzhzhzf ++++ ,,,  

( )ijjiRij zzzzf ,,,−  

( ) ( )jjiijijR fhfh  +


++


=  

( ) ( )RRijiij fhfh  +


++


+  

上記４式で、  

Rz での偏微分を 0,0 →=== Rijji hhhh  

iz での偏微分を 0,0 →=== iijjR hhhh  

jz での偏微分を 0,0 →=== jijiR hhhh  

ijz での偏微分を 0,0 →=== ijjiR hhhh  

として計算すると、  












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
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
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
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
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
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
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
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
=




=




=


R

ij

i

j

j

i

ij

R
ij

i

ij

R

j

ij

i

j

R
j

j

ij

ij

j

R

i

i

R
i

ij

ij

j

j

i

i

R

R
R

z

f

z

f

z

f

z

f
f

z

f

z

f

z

f

z

f
f

z

f

z

f

z

f

z

f
f

z

f

z

f

z

f

z

f
f

 

が成り立つ。Cauchy-Riemann の関係式

の拡張になる。再度、この関係を使うと  






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



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
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






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


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
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


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


+




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
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
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


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
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


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
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−




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


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


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


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
+
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−


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−
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
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


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R
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R
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R

R
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z
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ヤコビアン  

複 素 空 間 Z の 微 小 領 域 ZA が 、

( )ZFW = により複素空間 Wの微小領域

WA に写されるとする。関数 ijjiR ffff ,,,

が ijjiR zzzz ,,, で偏微分可能ならば、

( )
( )ijjiR

ijjiR

Z

W

zzzz

ffff

,,,

,,,
lim




=

A

A
が成り立つ。な

お、簡便化するため、 J
Z

W =
A

A
lim と表記

する。  
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ij
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ij
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ij

R
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j
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R
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R
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R
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z
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J

































































=  

R

R

R

i

R

j

R

ij

R

i

R

R

R

ij

R

j

R

j

R

ij

R

R

R

i

R

ij

R

j

R

i

R

R

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f




















−








−








−




−
















−




−





=  

簡略化するため  

ij
R

ij
j

R

j
i

R

i
R

R

R

z

f

z

f

z

f

z

f
 =




=




=




=




,,,  

とおく。  
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Rijij

iRijj

jijRi

ijjiR

J









−−

−−

−−

=  

 

第１列に第４列を加える  

RijijR

iRijji

jijRji

ijjiijR









+

−−+−

−−−

−−+

=  

 

第３行に第２行を加える  

第４行から第１行を引く  

ijRjiji

jiijRijR

jijRji

ijjiijR









−++

−−−−

−−−

−−+

=

0

0
 

 

第２列から第３列を引く  

ijRji

jiijR

jijijRji

ijjjiijR









−+

−−−

−−+−

−+−+

=

00

00

 

ijRji

jiijR

ijRji

jiijR









−+

−−−


+−

+−+
=

( ) ( )( )22
jiijR  −++=  

( ) ( )( )22
jiijR  ++−  

Cauchy-Riemann の関係式の拡張、  

R

ij

R

j

R

i

R

R

z

f
ij

z

f
j

z

f
i

z

f

Z

F




+




+




+




=




 

より、  

( ) ( )( )22
jiijRJ  −++=  

( ) ( )( )22
jiijR  ++−  
































−




+

















+




=

22

R
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i

R
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R

R

z

f

z

f

z

f

z

f
 























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




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
+

















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



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R

j
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R
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( )
4

F Z=  

となり、ヤコビアン J は微分の絶対値と

なる。 0=J となるのは、点 0Z で、

jiijR  =−= , または  

jiijR  −== , のときである。この関

係は、最初の除法が成り立たない条件と

一致する。  

 

 

定理  

点 0Z で ( ) ( ) 0, 000 = ZFZFW とすれ

ば、つまり ( ) ZZF ０ 0 ならば、 0J に

なる。  

0Z の近傍と 0W の近傍が１対１対応し、

逆関数が存在し、その逆関数は微分可能

である。  

（証明）  

( )WFZ 1−=  

( )W=  

( )ijjiRR wwww ,,,=  

( )iwwww ijjiRi ,,,+  

( )jwwww ijjiRj ,,,+  

( )ijwwww ijjiRij ,,,+  

とおく。  
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
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したがって、逆関数が存在し、その逆

関数は微分可能である。  

        （証明完）  

 

 

定理  

R i j ijZ z z i z j z ij= + + +  

( )( )cos sin cos sini i j jZ i j   = + +  

( )cosh sinhij ijij  +  

i j iji j ij
Z e

  + +
=  

のとき、ヤコビアン  

( )
3

, , ,i j ij

Z
Z

Z   


=


 

 

（証明）  
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cos cos sinh

R
i j ij

R
i j ij

i
i j ij

i
i j ij

j

i j ij

j

i j ij

ij

i j ij

ij

i j ij

z

Z

z

Z

z

Z

z

Z

z

Z

z

Z

z

Z

z

Z

  

  

  

  

  

  

  

  


=




+ =

 

=



 − =

 
 =




− =


=



+ =












 

sin cos cosh

cos sin sinh

cos cos cosh

sin sin sinh

sin sin cosh

cos cos sinh

cos sin cosh

sin cos sinh

R
i j ij

i

i j ij i

i
i j ij

i

i j ij R

j

i j ij

i

i j ij ij

ij

i j ij

i

i j ij j

z
Z

Z z

z
Z

Z z

z
Z

Z z

z
Z

Z z

  


  

  


  

  


  

  


  


= −


 + = −



=


+ =




= −


− = −


=



− =















 

cos sin cosh

sin cos sinh

sin sin cosh

cos cos sinh

cos cos cosh

sin sin sinh

sin cos cosh

cos sin sinh

R
i j ij

j

i j ij j

i
i j ij

j

i j ij ij

j

i j ij

j

i j ij R

ij

i j ij

j

i j ij i

z
Z

Z z

z
Z

Z z

z
Z

Z z

z
Z

Z z

  


  

  


  

  


  

  


  


= −


 + = −



= −


− = −




=


+ =


=



− =
















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cos cos sinh

sin sin cosh

sin cos sinh

cos sin cosh

cos sin sinh

sin cos cosh

sin sin sinh

cos cos cosh

R
i j ij

ij

i j ij ij

i
i j ij

ij

i j ij j

j

i j ij

ij

i j ij i

ij

i j ij

ij

i j ij R

z
Z

Z z

z
Z

Z z

z
Z

Z z

z
Z

Z z

  


  

  


  

  


  

  


  


=



+ =


=



− = −




=


− = −


=



+ =



















 

( )
( )ijji

ijjiR

r

zzzz
J

 ,,,

,,,




=  

R R R R

i j ij

i i i i

i j ij

j j ji

i j ij

ij ij ij ij

i j ij

z z z z

Z

z z z z

Z

z z zz

Z

z z z z

Z

  

  

  

  

   

   

   

   
=

  

   

   

   

 

R
i j ij

i
R ij j

j

ij R i

ij

j i R

z
z z z

Z

z
z z z

Z

z
z z z

Z

z
z z z

Z

− −

− −

=

− −

 

1

R i j ij

i R ij j

j ij R i

ij j i R

z z z z

z z z z

z z z zZ

z z z z

− −

− −
=

− −
 

( ) ( )( )2 21
R ij i jz z z z

Z
= + + −  

( ) ( )( )22
jiijR zzzz ++−  

3
Z=  

        （証明完）  
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ヤコビアン No.2 

 

定理  

R i j ijZ z z i z j z ij= + + +  

( )( )cos sin cos sini i j jZ i j   = + +  

( )cos sinij ijij  +  

( )cos sini ji j
ij ijZ e ij

 
 

+
= +  

のとき、ヤコビアン  

( )
3
cos2

, , ,
ij

i j ij

Z
Z

Z


  


=


 

 

（証明）  

(

)

(

)

(

)

(

)

cos cos cos

sin sin sin

sin cos cos

cos sin sin

cos sin cos

sin cos sin

cos cos sin

sin sin cos

R i j ij

i j ij

i i j ij

i j ij

j i j ij

i j ij

ij i j ij

i j ij

z Z

z Z

z Z

z Z

  

  

  

  

  

  

  

  

 =

 +

 =

 −


=


−


=


+

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

 

cos cos cos

sin sin sin

sin cos cos

cos sin sin

cos sin cos

sin cos sin

cos cos sin

sin sin cos

R
i j ij

i j ij

i
i j ij

i j ij

j

i j ij

i j ij

ij

i j ij

i j ij

z

Z

z

Z

z

Z

z

Z

  

  

  

  

  

  

  

  


=


 +

 =




−



 =



−



 =



+

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

 

したがって、  

R R

i i

j j

ij ij

z z

Z Z

z z

Z Z

z z

Z Z

z z

Z Z


=


 

=





 =




=

 

 

(

)

(

)

(

)

(

)

sin cos cos

cos sin sin

cos cos cos

sin sin sin

sin sin cos

cos cos sin

sin cos sin

cos sin cos

R
i j ij

i

i j ij

i
i j ij

i

i j ij

j

i j ij

i

i j ij

ij

i j ij

i

i j ij

z
Z

z
Z

z
Z

z
Z

  


  

  


  

  


  

  


  


= −


 +

 

=



 +




= −


−


= −



+


　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　











 

したがって、  

R
i

i

i
R

i

j

ij

i

ij

j

i

z
z

z
z

z
z

z
z










= −




=





 = −




=

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(

)

(

)

(

)

(

)

cos sin cos

sin cos sin

sin sin cos

cos cos sin

cos cos cos

sin sin sin

cos sin sin

sin cos cos

R
i j ij

j

i j ij

i
i j ij

j

i j ij

j

i j ij

j

i j ij

ij

i j ij

j

i j ij

z
Z

z
Z

z
Z

z
Z

  


  

  


  

  


  

  


  


= −


 +

 

= −



−




=


+


= −



+


　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　











 

したがって  

R
j

j

i
ij

j

j

R

j

ij

i

j

z
z

z
z

z
z

z
z










= −


 

= −





 =




=

 

 

(

)

(

)

(

)

(

)

cos cos sin

sin sin cos

sin cos sin

cos sin cos

cos sin sin

sin cos cos

cos cos cos

sin sin sin

R
i j ij

ij

i j ij

i
i j ij

ij

i j ij

j

i j ij

ij

i j ij

ij

i j ij

ij

i j ij

z
Z

z
Z

z
Z

z
Z

  


  

  


  

  


  

  


  


= −


 +

 

= −


−




= −


−


=



−

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　
















 

したがって  

2 cos cos sin

2 sin cos sin

2 cos sin sin

2 sin sin sin

R
ij i j ij

ij

i
j i j ij

ij

j

i i j ij

ij

ij

R i j ij

ij

z
z Z

z
z Z

z
z Z

z
z Z

  


  


  


  



= −


 

= − −





 = − −




= −

 

 

簡単にするため、  

cos cos

sin cos

cos sin

sin sin

i j R

i j i

i j j

i j ij

  

  

  

  

=


=


=
 =

 

とおく。  

 

R R R R

i j ij

i i i i

i j ij

j j j j

i j ij

ij ij ij ij

i j ij

z z z z

Z

z z z z

Z
J

z z z z

Z

z z z z

Z

  

  

  

  

   

   

   

   
=

   

   

   

   

 

2 sin

2 sin

2 sin

2 sin

R
i j ij R ij

i
R ij j i ij

j

ij R i j ij

ij

j i R ij ij

z
z z z Z

Z

z
z z z Z

Z

z
z z z Z

Z

z
z z z Z

Z

 

 

 

 

− − −

− − −

=

− − −

−

 

第 4 列を分解する。  
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R
i j ij

i
R ij j

j

ij R i

ij

j i R

z
z z z

Z

z
z z z

Z

z
z z z

Z

z
z z z

Z

− −

− −

=

− −

 

2 sin

2 sin

2 sin

2 sin

R
i j R ij

i
R ij i ij

j

ij R j ij

ij

j i ij ij

z
z z Z

Z

z
z z Z

Z

z
z z Z

Z

z
z z Z

Z

 

 

 

 

− − −

− −

+

− −

−

 

第１行列の第１列の
1

Z
をくく

り出す。  

第２行列の第１列の
1

Z
、第４

列の 2 sin ijZ − をくくり出す。  

1

R i j ij

i R ij j

j ij R i

ij j i R

z z z z

z z z z

z z z zZ

z z z z

− −

− −
=

− −
 

2 sin

R i j R

i R ij i

ij

j ij R j

ij j i ij

z z z

z z z

z z z

z z z










− −

−
−

−
 

 

1

R i j ij

i R ij j

j ij R i

ij j i R

z z z z

z z z z
J

z z z z

z z z z

− −

− −
=

− −
 

2

R i j R

i R ij i

j ij R j

ij j i ij

z z z

z z z
J

z z z

z z z









− −

−
=

−
 

とおくと、  

1 2

1
2 sin ijJ J J

Z
= −  

 

( )

( )

( )

( )

cos

cos

sin

sin

R ij i j

R ij i j

i j i j

i j i j

   

   

   

   

 + = −

 − = +


− = −


+ = +

 

cos cos cos
R ij

i j ij

z z

Z
  

+
=  

sin sin sini j ij  +  

cos cos sini j ij  +  

sin sin cosi j ij  +  

( )cos cos sin sini j i j   = +  

( )cos sinij ij  +  

( )( )cos cos sini j ij ij   = − +  

( )( )cos sinR ij ij ij   = + +  

cos cos cos
R ij

i j ij

z z

Z
  

−
=  

sin sin sini j ij  +  

cos cos sini j ij  −  

sin sin cosi j ij  −  

( )cos cos sin sini j i j   = −  

( )cos sinij ij  −  

( )( )cos cos sini j ij ij   = + −  

( )( )cos sinR ij ij ij   = − −  

sin cos cos
i j

i j ij

z z

Z
  

−
=  

cos sin sini j ij  −  

cos sin cosi j ij  −  

sin cos sini j ij  +  
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( )sin cos cos sini j i j   = −  

( )cos sinij ij  +  

( )( )sin cos sini j ij ij   = − +  

( )( )cos sini j ij ij   = − +  

sin cos cos
i j

i j ij

z z

Z
  

+
=  

cos sin sini j ij  −  

cos sin cosi j ij  +  

sin cos sini j ij  −  

( )sin cos cos sini j i j   = +  

( )cos sinij ij  −  

( )( )sin cos sini j ij ij   = + −  

( )( )cos sini j ij ij   = + −  

 

cos sin

cos sin

ij ij ij

ij ij ij

 

 

+

−

+ = 


− = 

 

と略記すると、  

( )

( )

( )

( )

cos

cos

sin

sin

R ij

i j ij

R ij

i j ij

i j

i j ij

i j

i j ij

z z

Z

z z

Z

z z

Z

z z

Z

 

 

 

 

+

−

+

−

+
= − 


 −

= + 



− = − 



+
= + 



 

( )

( )

( )

( )

R ij

R ij ij

R ij

R ij ij

i j

i j ij

i j

i j ij

z z

Z

z z

Z

z z

Z

z z

Z

 

 

 

 

+

−

+

−

+
= + 


 −

= − 



− = − 



+
= + 



 

 

まず、  

( ) ( ) 2 2

1 R ij i jJ z z z z= + + −  

( ) ( ) 2 2

R ij i jz z z z − + +  

となるのは明らか。  
2 2

4

1

R ij i jz z z z
J Z

Z Z

    + − 
= +       

     

 

2 2

R ij i jz z z z

Z Z

    − + 
 +       

     

 

4 2 2

ij ijZ + −=    

( )
24 2 2cos sinij ijZ  = −  

 

2

R i j R

i R ij i

j ij R j

ij j i ij

z z z

z z z
J

z z z

z z z









− −

−
=

−
 

第２列に第３列を加える  

R i j j R

i R ij ij i

j R ij R j

ij i j i ij

z z z z

z z z z

z z z z

z z z z









− − −

− −
=

−

+

 

第１行に第４行を加える  

第２行から第３行を引く  

0

0

R ij i j R ij

i j R ij i j

j R ij R j

ij i j i ij

z z z z

z z z z

z z z z

z z z z

 

 





+ − +

− − − −
=

−

+

 

第 1 列から Z をくくり出す  

第 4 列に ij+ をかけて、その分  

1

ij+
をくくり出す。  
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( )

( )

0

0

ij

R ij

i j R ij ij

i j

R ij i j ij

j

R ij R j ij

ij

i j i ij ij

Z

z z
z z

Z

z z
z z

Z

z
z z z

Z

z
z z z

Z

 

 





+

+

+

+

+

=


+
− + 

−
− − − 



− 

+ 

 

第１行４列、第２行４列の式を置

き換える。  

0

0

ij

R ij R ij

i j

i j i j

R ij

j

R ij R j ij

ij

i j i ij ij

Z

z z z z
z z

Z Z

z z z z
z z

Z Z

z
z z z

Z

z
z z z

Z





+

+

+

=


+ +
−

− −
− −



− 

+ 

 

第 1 列から第４列を引く。  

0 0

0 0

ij

R ij

i j

i j

R ij

j

j ij R ij R j ij

ij

ij ij i j i ij ij

Z

z z
z z

Z

z z
z z

Z

z
z z z

Z

z
z z z

Z

 

 

+

+ +

+ +

=


+
−

−
− −



−  − 

−  + 

 

第 1 行と第３行を入れかえる  

第２行と第４行を入れかえる  

0 0

0 0

ij

j

j ij R ij R j ij

ij

ij ij i j i ij ij

R ij

i j

i j

R ij

Z

z
z z z

Z

z
z z z

Z

z z
z z

Z

z z
z z

Z

 

 

+

+ +

+ +

=


−  − 

−  + 


+

−

−
− −

 

j

j ij R ij

ijij

ij ij i j

z
z z

ZZ

z
z z

Z





+

+

+

−  −

=


−  +

 

     

R ij

i j

i j

R ij

z z
z z

Z

z z
z z

Z

+
−


−

− −

  

第１行列の第２列、第２行列の    

第１列から、それぞれ Z をくく

り出す  

3

j R ij

j ij

ij i jij

ij ij

z z z

Z ZZ

z z z

Z Z





+

+

+

−
− 

=
+

− 

 

     

i j R ij

R ij i j

z z z z

Z Z

z z z z

Z Z

− +


+ −

−

 

cos sin cos
j

j ij i j ij

z

Z
   +−  =  

sin cos sini j ij  −  

cos sin cosi j ij  −  

cos sin sini j ij  −  

sin cos sini j ij  = −  

cos sin sini j ij  −  

     ( )sin sini j ij  = − +  
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cos cos sin
ij

ij ij i j ij

z

Z
   +−  =  

sin sin cosi j ij  +  

sin sin cosi j ij  −  

sin sin sini j ij  −  

cos cos sini j ij  =  

sin sin sini j ij  −  

( )cos sini j ij  = +  

 
3

2

ij

Z
J

+

=


 

( ) ( )

( ) ( )

sin sin cos

cos sin sin

i j ij i j ij

i j ij i j ij

    

    

−

−

− + + 


+ + 
 

( ) ( )

( ) ( )

sin cos

cos sin

i j ij i j ij

i j ij i j ij

   

   

+ +

+ +

−  − 

− −  − 

 

 
3

sinij ij ijZ + −= −    

( )
3 2 2cos sin sinij ij ijZ   = − −  

したがって  

1 2

1
2 sin ijJ J J

Z
= −  

( )
23 2 2cos sinij ijZ  = −  

( )
3 2 2 22 cos sin sinij ij ijZ   + −  

( )
3 2 2cos sinij ijZ  = −  

( )2 2cos sinij ij  +  

3
cos 2 ijZ =  

      （証明完）  

 

定理（応用例）  

半径 Rの４次元の球の体積は、  

2 41

2
V R=  

（証明）  

Z R
V dZ


=   

( )
2

4 2

0 00
4 2 , , ,

R

i j ij

i j ij

Z
drd d d

r

 


    
  − −


=


   

2
34 2

0 0
4 2

cos2
R

ij i j ijr drd d d
 



     
− −

=      

4
2

4 2

0
4 2

cos2
4

ij i j ij

R
d d d

 


     
− −

=     

4

4 2

4 2

cos2
2

ij j ij

R
d d

 

 


  

− −
=    

2 4

4

4

cos2
2

ij ij

R
d






 

−
=   

2 4

4

4

sin 2
4

ij

R







−
 =    

2 4

2

R
=  
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調和関数  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ijZfjZfiZfZfZF ijjiR +++=  

において、  

( ) ( )ijjiRRR zzzzfZf ,,,=  

( ) ( )ijjiRii zzzzfZf ,,,=  

( ) ( )ijjiRjj zzzzfZf ,,,=  

( ) ( )ijjiRijij zzzzfZf ,,,=  

が領域 Dでそれぞれ正則とする。つまり、

関数 ijjiR ffff ,,, が ijjiR zzzz ,,, で偏微

分可能とする。  

次に、関数 ijjiR ffff ,,, が ijjiR zzzz ,,, で

２階偏微分可能とする。  

Cauchy-Riemann の関係式の拡張式を

使う。  























=




−=




−=








=




=




−=




−




=




−=




=




−




=




=




=





R

ij

i

j

j

i

ij

R

i

ij

R

j

ij

i

j

R

j

ij

ij

j

R

i

i

R

ij

ij

j

j

i

i

R

R

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

z

f

 

関係式を上から順に ijjiR zzzz ,,, で偏微

分する。  

























=




−=




−=








=




=




−=




−




=




−=




=




−




=




=




=





ijR

ij

iji

j

ijj

i

ij

R

ji

ij

jR

j

ijj

i

j

R

ji

ij

iji

j

iR

i

i

R

ijR

ij

jR

j

iR

i

R

R

zz

f

zz

f

zz

f

z

f

zz

f

zz

f

zz

f

z

f

zz

f

zz

f

zz

f

z

f

zz

f

zz

f

zz

f

z

f

222

2

2

222

2

2

222

2

2

222

2

2

 

この式の中で  

iR

i

i

R

iR

i

R

R

zz

f

z

f

zz

f

z

f




=




−




=



 2

2

22

2

2

, よ り 、

0
2

2

2

2

=



+





i

R

R

R

z

f

z

f
が成り立つ。  

同様な方法で計算すると、  

0
2

2

2

2

=



+





j

R

R

R

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



−





ij

R

R

R

z

f

z

f
、  

0
2

2

2

2

=



−





j

R

i

R

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



+





ij

R

i

R

z

f

z

f
、  

0
2

2

2

2

=



+





ij

R

j

R

z

f

z

f
 

が成り立つ。  

関係式を上から順に jijRi zzzz ,,, で偏微

分する。  

























=




−=




−=








=




=




−=




−




=




−=




=




−




=




=




=





jR

ij

ji

j

j

i

ijj

R

iji

ij

ijR

j

ij

i

ijj

R

jR

ij

ijR

j

R

i

iR

R

iji

ij

ji

j

i

i

iR

R

zz

f

zz

f

z

f

zz

f

zz

f

zz

f

z

f

zz

f

zz

f

zz

f

z

f

zz

f

zz

f

zz

f

z

f

zz

f

22

2

22

22

2

22

22

2

22

22

2

22

 

より、  

0
2

2

2

2

=



+





i

i

R

i

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



+





j

i

R

i

z

f

z

f
、  

0
2

2

2

2

=



−





ij

i

R

i

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



−





j

i

i

i

z

f

z

f
、  

0
2

2

2

2

=



+





ij

i

i

i

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



+





ij

i

j

i

z

f

z

f
 

関係式を上から順に iRijj zzzz ,,, で偏微

分する。  
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























=




−=




−=








=




=




−=




−




=




−=




=




−




=




=




=





iR

ij

i

j

ji

i

iji

R

iR

ij

R

j

ijR

i

jR

R

ijj

ij

ij

j

ijR

i

iji

R

ijj

ij

j

j

ji

i

jR

R

zz

f

z

f

zz

f

zz

f

zz

f

z

f

zz

f

zz

f

zz

f

z

f

zz

f

zz

f

zz

f

z

f

zz

f

zz

f

2

2

222

2

2

222

2

2

222

2

2

222

 

より、  

0
2

2

2

2

=



+





i

j

R

j

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



+





j

j

R

j

z

f

z

f
、  

0
2

2

2

2

=



−





ij

j

R

j

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



−





j

j

i

j

z

f

z

f
、  

0
2

2

2

2

=



+





ij

j

i

j

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



+





ij

j

j

j

z

f

z

f
 

関係式を上から順に Rijij zzzz ,,, で偏微

分する。  

























=




−=




−=








=




=




−=




−




=




−=




=




−




=




=




=





2

2222

2

2222

2

2222

2

2222

R

ij

iR

j

jR

i

ijR

R

i

ij

iR

j

iji

i

ji

R

j

ij

ijj

j

jR

i

ji

R

ij

ij

ijj

j

iji

i

ijR

R

z

f

zz

f

zz

f

zz

f

z

f

zz

f

zz

f

zz

f

z

f

zz

f

zz

f

zz

f

z

f

zz

f

zz

f

zz

f

 

より、  

0
2

2

2

2

=



+





i

ij

R

ij

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



+





j

ij

R

ij

z

f

z

f
、  

0
2

2

2

2

=



−





ij

ij

R

ij

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



−





j

ij

i

ij

z

f

z

f
、  

0
2

2

2

2

=



+





ij

ij

i

ij

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



+





ij

ij

j

ij

z

f

z

f
 

以上をまとめると、下記の偏微分の式を

除いてすべて調和関数の関係がある。  

0
2

2

2

2

=



−





ij

R

R

R

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



−





j

R

i

R

z

f

z

f
、  

0
2

2

2

2

=



−





ij

i

R

i

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



−





j

i

i

i

z

f

z

f
、  

0
2

2

2

2

=



−





ij

j

R

j

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



−





j

j

i

j

z

f

z

f
、  

0
2

2

2

2

=



−





ij

ij

R

ij

z

f

z

f
、 0

2

2

2

2

=



−





j

ij

i

ij

z

f

z

f
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複素平面上の関数同様、以下の定理が成

り立つ。  

 

平均値の定理 

実数項、 i項、 j項、 ij 項それぞれの領

域を ijjiR DDDD ,,, とし、  

ijjiR DDDDD = とする。 ( )Zf が領域

Dで正則とし、 D内の２点 21, ZZ を結ぶ

線分も D内にある場合、  

( ) ( )

12

12

ZZ

ZfZf

−

−
 

( )  ( ) iiR CfiCf += ImRe  

( )  ( ) ijijjj CfijCfj ++ ImIm  

を満たす点 ijjiR CCCC ,,, が存在する。  

 

ベキ級数 ( ) ( )


=

−=

0n

n
n AZcZF が、範囲

0Z A Z−  で収束すれば、範囲内の各

点 で 微 分 可 能 で 、

( ) ( )


=

−
−=

1

1

n

n
n AZncZF となる。  

p回微分可能ならば、  

( )( )ZF p
 

( ) ( ) ( )


=

−
−+−−=

pn

pn
n AZcpnnn 11  

となり、その中心 Aにおいては、  

( )( ) p
p cpAF != つまり

( )( )
!p

AF
c

p

p = が成

り立つ。  
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複素積分  
 

はじめに  

まず、２変数 ji ZZ , による多変数関数

として扱う。積空間 ji ZZZ = 内の領域

ji DDD = の点 0Z において、関数 F が全

微分可能とする。  

ji CC , を、点 ( )000 , ji ZZZ = を中心とす

る閉じた円とし、かつ ji CC , は ji DD , 内

に含まれるとする。  

Cauchy の積分公式が拡張された式が成

り立つ。  

( )
ij

ZZF ji 200
4

1
,


=  

( )
( )( )  −−


i jC C ji

jjii

ji
dd

ZZ

F






00

,
 

さらに、両辺を偏微分し、  

( )
ij

kk
ZZF

ji
jikk

kk

ji

ji

200
4

!!
,


=




+

 

( )
( ) ( )  ++

−−


i j jiC C jik
jj

k
ii

ji
dd

ZZ

F






1
0

1
0

,

が成り立つ。  

Cauchyの積分公式の拡張式は、 ji CC ,

上の式、  

ii
iii erZ

 += 0  

jj
jjj erZ


 += 0  

で証明ができる。しかし、  

ijzjzizzZ ijjiR +++= とおいた場合、

i j iji j ij
Z Z e

  + +
= と極表示ができるので、 

ii
iii erZ

 += 0 , jj
jjj erZ


 += 0 と の

整合性を考えると、変数 ij がない。なお

かつ、変数 ij に周期性がないので、何ら

かの隠された意味があるかもしれない。  

 ここでは、積空間 ji ZZZ = 上の２変

数関数の積分ではなく、４次元空間  

( ) ijjiR zzzzZZ ,,,: ==Z  

ijzjzizz ijjiR +++=  

上の積分を考える。１変数の複素数の場

合、２次元空間なので、積分は線積分の

みであった。今度は２変数の場合なので、

４次元空間で積分を扱うことになり、線

積分・面積分・立体積分が考えられる。  

1C ：線積分の曲線  

2C ：面積分の曲面  

3C ：立体積分の３次元領域  

と記述することにする。  

 

 

線積分  

複素空間上のある領域 Dを横切る平面

2E 上で、長さの有限な一つの経路（連続

曲線）が  

( ) ( ) ( ) itztztZZC iR +== :1  

( ) ( ) 10, tttijtzjtz ijj ++  

で定義されている。関数 ( )ZF が 1C 上で

定義されているとする。なお、下図にお

いて ij 軸は省略して記載した。  

 

( )( ) ( ) ( )( )
=

−−=
n

tZtZZFS

1

11


  

という式を作る。分割を一様に細かくし、

分割のとり方にかかわらず 1S が有限な

極限値を持つならば、その極限値を関数

( )ZF の 1C にわたる（複素）線積分とい

い、  

( )=
→ 1

1lim
Cn

dZZFS  

で表す。  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ijZfjZfiZfZfZF ijjiR +++=  

( ) ( )ijjiRRR zzzzfZf ,,,=  

( ) ( )ijjiRii zzzzfZf ,,,=  
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( ) ( )ijjiRjj zzzzfZf ,,,=  

( ) ( )ijjiRijij zzzzfZf ,,,=  

の場合を考察する。なお、  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )  ijjiR zzzzZ ,,,=  

に対し、  

( )( ) ( )  RR fZf =  

( )( ) ( )  ii fZf =  

( )( ) ( )  jj fZf =  

( )( ) ( )  ijij fZf =  

と略記する。  

( )( ) ( ) ( )( )
=

−−=
n

tZtZZFS

1

11


  

( ) ( ) ( )( )
=

−−=
n

RRR tztzf

1

1


  

( ) ( ) ( )( )1−−−  tztzf iii  

( ) ( ) ( )( )1−−−  tztzf jjj  

( ) ( ) ( )( )1−−+  tztzf ijijij  

( ) ( ) ( )( )
=

−−+
n

iiR tztzfi

1

1


  

( ) ( ) ( )( )1−−+  tztzf RRi  

( ) ( ) ( )( )1−−−  tztzf ijijj  

( ) ( ) ( )( )1−−−  tztzf jjij  

( ) ( ) ( )( )
=

−−+
n

jjR tztzfj

1

1


  

( ) ( ) ( )( )1−−−  tztzf ijiji  

( ) ( ) ( )( )1−−+  tztzf RRj  

( ) ( ) ( )( )1−−−  tztzf iiij  

( ) ( ) ( )( )
=

−−+
n

ijijR tztzfij

1

1


  

( ) ( ) ( )( )1−−+  tztzf jji  

( ) ( ) ( )( )1−−+  tztzf iij  

( ) ( ) ( )( )1−−+  tztzf RRij  

( ) ( )  −=
11 C iiC RR dztfdztf  

( ) ( )  +−
11 C ijijC jj dztfdztf  

( ) ( )  ++
11 C RiC iR dztfdztfi  

( ) ( )  −−
11 C jijC ijj dztfdztf  

( ) ( )  −+
11 C ijiC jR dztfdztfj  

( ) ( )  −+
11 C iijC Rj dztfdztf  

( ) ( )  ++
11 C jiC ijR dztfdztfij  

( ) ( )  ++
11 C RijC ij dztfdztf  

1C が tで微分可能ならば、  

( ) 1C
dZZF  

( ) ( ) ( ) ( )( ) +++=
1

0

t

t ijjiR ijtfjtfitftf  

( ) ( ) ( ) ( )( )dtijtzjtzitztz ijjiR


+


+


+


  

( )( ) ( ) =
1

0

t

t
dttZtZF  

が成り立つ。  

積分の定義から、次の性質を導くことが

できる。  

① ( ) ( )( ) 
1C

dZZGZF  

( ) ( ) =
11 CC

dZZGdZZF  

② k が定数ならば、  

( ) ( ) =
11 CC

dZZFkdZZkF  

③ 1C を 11C と 21C に分けられるとき、

( ) 1C
dZZF  

( ) ( ) +=
21 11 CC

dZZFdZZF  

④ 1C の経路 10 tt → を逆の経路 01 tt →  

にした場合を 1C− とすると、  

( ) ( ) −−=
11 CC

dZZFdZZF  

 

始点を 1Z 、終点を 2Z とする。  

121
ZZdZ

C
−=  

( )2
1

2
21 2

1
ZZZdZ

C
−=  

1C が閉曲線ならば、始点と終点が一致す

るので、 0
1

=C dZ 、 0
1

=C ZdZ が成り立

つ。  

一般的に、経路 1C にわたる積分は、 1C の

始点・終点の両端点が一致する屈折線 

にわたる積分と一致する。  
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ABC の外周を 、 ( ) MdZZF = とお

く。 の各辺の中点を結ぶ線分によって

４つの合同三角形できる。 における積

分は、４つの三角形の周の積分の和に等

しい。その中の１つを 1 とする。  

( )
41

M
dZZF   

が成り立つ。 の周の長さを lとすると、

1 の周の長さは
2

l
になる。次に 1 の各辺

の中点を結ぶ線分によって三角形 2 を

作る。同様な操作で続けることにより三

角形の列  n が作れる。  

( )
n

M
dZZF

n 4
 、 n の周の長さは

n

l

2
 

n の中の１点 0Z で ( )0ZF  が存在するの

で、任意の 0 に対し、ある 0 が存

在し、 − 0ZZ ならば、  

( ) ( )

0

0

ZZ

ZFZF

−

−
 

( ) ( ) ( )
2000 ,,,

l
ZZZZZF


 +=  

が成り立つ。  

 −= 0: ZZZU とする。 0 に対し、

十分に大きい 0n が存在し、 0nn  ならば、

Un  が成り立つ。  

( )n

dzZF  

( ) ( )( )( −+=
n

ZZZFZF 000  

( )( ))dzZZZZ 00, −+   

( ) ( )( ) 
−+=

nn

dzZZZFdzZF 000  

( )( ) −+
n

dzZZZZ 00,  

( )( ) −=
n

dzZZZZ 00,  

( )( ) −
n

dzZZZZ 00,  

( ) −
n

dzZZZZ 00,  


n

dz
l

l n22


 

nn

ll

l 222


=  

n4


=  

0nn  ならば、
nn

M

44


 つまり M と

なる。  は任意だから、 0=M とならな

ければならない。  

( )ZF が閉じた曲線 1C 上及び内部で正則

（微分可能）ならば、 ( ) 0
1

=C dZZF に

なる。  

 

 

次に、複素平面上のコーシーの積分公式  

( )
( )

 −
=

C
d

z

f

i
zf 





2

1
 

の複素空間への拡張を考える。  

もしも、 1C を含む平面 1E が iZ と平行で

あれば、 ii

i

ire
d

d 




= が成り立つので、  

( )
( )

 −
=

12

1

C
d

Z

F

i
ZF 






 

が成り立つ。もしも jZ と平行であれば、 

( )
( )

 −
=

12

1

C
d

Z

F

j
ZF 






 

が成り立つ。  

 

1E が ji ZZ , と平行でない場合を考察す

る。 1E を、ベクトル ( )0,,,0 ji uuU に対し

原点 ( )0,0,0,0 を通りベクトルU に水平な

平面とする。原点 ( )0,0,0,0 を中心とする
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半径 rの円 1C のおいて、 Rz 軸からの偏角

をしたときの円 1C の関数は、  

 sincos
22

r

uu

juiu
rZ

ji

ji

+

+
+= となる。  

 

 

( )4
2

22

2
2 sin

cos













+

+
+= juiu

uu
rZ ji

ji


  

( )4
2

22

2
2 sin

cos













−

+
+ juiu

uu
ji

ji


  

とおいて、 ijji ijji
eZZ

 ++
= を満たす

ijji  ,, が存在する。ただし、これでコ

ーシーの積分公式を作ろうとすると、複

雑になりそうである。  

 

 

 

 

 


