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極座標表示  

 

dijcjbiaZ +++=  

222222
ijijjjii  −++=  

222222
ijij

ijij

jj

jj

ii

ii
ijji













−

+

+

+

+

+
  

2 2 2 2 2 2
i i j j ij ijZ      = + + −  

とおけるので、  

2 2 2 2 2 2

j j ij iji i

i i j j ij ij

j iji
Z Z

    

     

+ ++
=

+ + −
 

となる。 Z r= と表記すると、 rが 4 次

元球の半径と誤解されるので、この後、

Z とそのまま表記する。  

 

定理（極座標）  

cbda −== , または cbda =−= , が成り

立たなければ、つまり Z が零元でなけれ

ば、  

( )( )cos sin cos sini i j jZ Z i j   = + +  

( )ijij ij  sinhcosh +  

0 2 , ,
2 2

i j ij

 
     −   −     

を満たす ijji  ,, が存在する。そして、  

i j iji j ij
Z Z e

  + +
=  

と表記できる。  

 

（証明）  

2 2
cos sini i

i i

i i

i
i

 
 

 

+
= +

+
 

2 2
cos sin

j j
j j

j j

j
j

 
 

 

+
= +

+

 

2 2
cosh sinh

ij ij
ij ij

ij ij

ij
ij

 
 

 

+
= +

−

 

となる ijji  ,, が存在することは明らか。 

条件については、 0 2i   ,  

ij−   となることは明らか。 0j 

より
2 2

j

 
−   となる。  

ji  , について  

( )( )cos sin cos sin i ji j
i i j ji j e

 
   

+
+ + =

と表記できることも明らかである。  

双曲線関数の積、及び微分について考

察する。  

( )( )2211 sinhcoshsinhcosh ijijijij ijij  ++  

21 coshcosh ijij =  

21sinhcosh ijijij +  

21 coshsinh ijijij +  

21sinhsinh ijij +  

2121 sinhsinhcoshcosh ijijijij  +=  

( 21 sinhcosh ijijij +  

)21 coshsinh ijij +  

( ) ( )2121 sinhcosh ijijijij ij  +++=  

つまり双曲線関数の乗法は、 ij の加法で

ある。  

( )ijij
ij

ij
d

d



sinhcosh +  

ijij ij  coshsinh +=  

( )ijij ij
ij

 sinhcosh
1

+=  

( )
( )ijij ij

ij

ij
 sinhcosh

2
+=  

( )ijij ijij  sinhcosh +=  

この性質により、  

ijij
ijij eij


 =+ sinhcosh  

と表記できる。したがって、  

i j iji j ij
Z Z e

  + +
=  

と表記できる。  

       （証明完）  

 

 

Z は Z と偏角 ijji  ,, による極座標

表現が可能になった。 ijij  sinh,cosh の条

件は、 1cosh ij , ijij  22 sinhcosh  とな

る。  
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ij の存在により、 ijZ 平面が存在する

ことになる。  

 

 

 

iZ 平面・
jZ 平面については、複素数平

面（ガウス平面）と同じなので、それぞ

れの平面上の点の性質は明らかである。  

 

 

, ,i j ijZ Z Z 平面上の絶対値 

, ,i i i j j j ij ij ijZ i Z i Z ij     = + = + = +  

として、それぞれの絶対値を求める。  

( )( )2 2 2 24
i i i i iZ    = + +  

2 2

i i = +  

2 2

j j jZ  = +  

ij ij  なので、  

( ) ( )
2 2

4
ij ij ij ij ijZ    = − +  

2 2

ij ij = −  
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ijZ 平面について  

そこで
ijZ 平面上の点の性質を考察する。

なお、 R軸を x軸、 ij 軸を y 軸として表

記する。  

 
ij ij ijZ ij = + として、

ijZ 平面を直線

x y= , x y= − で分割し、下図のように第

１～４領域とする。  

 
 

第１・３領域では、 ij ij   

第２・４領域では、 ij ij   

を満たす。絶対値について、  

第１・３領域では、
2 2

ij ij −  

第２・４領域では、
2 2

ij ij −  

とするのが妥当である。  

 第 1 領域の点は、次のように極座標で

表現できる、  

2 2

2 2

ij ij

ij ij ij

ij ij

ij
Z

 
 

 

+
= −

−
 

( )cosh sinhij ij ijZ ij = +  

ijij

ijZ e


=  

第２領域の点 2ijZ は、 ijZ を直線 ij ij =

を基準に対象となる点になる。  

2ij ij ijZ ij = +  

2 2

2 2

ij ij

ij ij

ij ij

ij 
 

 

+
= −

−
 

( )sinh coshij ij ijZ ij = +  

( )cosh sinhij ij ijij Z ij = +  

ijij

ijij Z e


=   

第３領域の点
3ijZ は、 Oを基準に

ijz の

対象点である。  

3ij ij ijZ ij = − −  

( )cosh sinhij ij ijZ ij = − +  

ijij

ijZ e


= −  

第４領域の点
4ijZ は、

3ijZ を直線
ij ij =

を基準に対象となる点になる。  

4
ijij

ij ijz ij Z e


= −  

 
 

 

特別な場合  

・ ijij  = ならば、 =ij  

ijij  −= ならば、 −=ij  

ijij  = ならば、 ,a d b c= = −  

ijij  −= ならば、 ,a d b c= − =  

なので、 ,a d b c= = − となる平面と、  

,a d b c= − = となる平面を基準に ij は

図のような関係が成り立つ。  
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・ 0,0 == ba ならば、  

( ) jiZ iiii  sincos
22

++=  

2ii j
Z e

 +
=  

・ 0,0 == ca ならば、  

( )ijZ jjjj  sincos
22

++=  

2 ji j
Z e

 +
=  

・ 0,0 == bd ならば、  

( )jjjj jZ  sincos
22

++=  

jj
Z e


=  

・ 0,0 == cd ならば、  

( )iiii iZ  sincos
22

++=  

ii
Z e


=  

・ bcad = ならば i ji j
Z Z e

 +
=   

・ bdac −= ならば i iji ij
Z Z e

 +
=  

・ cdab −= ならば j ijj ij
Z Z e

 +
=  

・ ijij  = ならば、 0Z =  

 極座標による表示はできない。  

例： ( )( )1ij ij Z a bi ij =  = + +  

( )( )1ij ij Z a bi ij = −  = + −  

において、 1 ,1ij ij+ − が極座標で  

表示できない。  

 

ijZ 平面での四則演算を図で表示する 

ij ij ijZ ij = +  

1 1 1ij ij ijZ ij = +  

2 2 2ij ij ijZ ij = +  

とする。  

ij ij  と仮定して、  

と極座標で表現できる。同様に、  

( )1 1 1 1cosh sinhij ij ij ijZ Z ij = +  

1

1
ijij

ijZ e


=  

( )2 2 2 2cosh sinhij ij ij ijZ Z ij = +  

2

2
ijij

ijZ e


=  

と表現する。  

座標
1 2, ,ij ij ijZ Z Z の点を

1 2, ,P P P とする。  

 

和について 

1 2ij ij ijZ Z Z= +  

( ) ( )1 2 1 2ij ij ij ijij   = + + +  

点 ( )ijP Z は
1 2,OP OP を２辺とする平行４

辺形での、第４の点である。  

 
 

差について 

1 2ij ij ijZ Z Z= − において、  

2 2 2ij ij ijZ ij  = − −  

2 2ij ijij  = +  

とおく。  

1 2ij ij ijZ Z Z= −  

1 2ij ijZ Z = +  

( ) ( )1 2 1 2ij ij ij ijij    = + + +  

点 ( )2 2ijP Z  は、 Oを基準に 2P の対象点で
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あり、点 ( )ijP Z は 1 2,OP OP を２辺とする

平行４辺形での、第４の点である。  

 
 

特に点
1 2,P P が第 1 領域にある場合、点 P

は第２又は第４領域にある。  

 

積について 

1 2ij ij ijZ Z Z=  

1 2

1 2 1 2
ij ijij ij

ij ij ij ijZ Z Z e Z e
 

=  

( )1 2

1 2

ij ijij

ij ijZ Z e
 +

=  

点 ( )ijP Z は、絶対値 1 2 1 2ij ij ij ijZ Z Z Z= 偏

角 ( )1 2ij ij + となる点である。  

 
 

 

商について 

積の場合同様に、極座標に変換して、

絶対値・偏角の演算による表現が可能で

ある。  

 

定理（ ijij
e


についての性質）  

( ) ( )ijij

j
iij

ijiee ijij 


sincos +=






=  

( ) ( )ijij

i
jij

jijee ijij 


sincos +=






=  

( ) ijij ijij
ee


=  

( ) ( )
ijij

ij
ijjiij

eee












=








=  

( ) ( ) ijijij
ijjiij

eee


==  

 

（証明）  

一般的に、 z を複素数として、  

( )nzjj ez 2log += なので、  

( ) ( )zjzz j logsinlogcos += が成り立つ。  

iji
ez


= で置き換えると、 ijiz =log とな

るので、  

( ) ( )ijij

j
i

ijie ij 


sincos +=






  

が成り立つ。また、  

( ) ( )izizizz sinsinh,coscosh −==  

なので、  

( ) ( )ijij iji  sincos +  

ijij
i

j
 sinhcosh −=  

ijij ij  sinhcosh +=  

ijij
e


=  

となる。したがって、
j

iij ijij ee 






=


とお

ける。同様に、  

( ) ( )ijij

i
jij

jijee ijij 


sincos +=






=  

が成り立つ。  

 

( )( )2211 sinhcoshsinhcosh  ijij ++  

( ) ( )2121 sinhcosh  +++= ij  

より、  

( )  2sinh2coshsinhcosh
2

ijij +=+  

が成り立つ。さらに、 ( )0, mnm を整数

として、  

( )
m

n

ij  sinhcosh +  


m

n
ij

m

n
sinhcosh +=  

が成り立つ。整数列の極限として実数を
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定義できるので、 xを実数として、  

( )  xijxij
x

sinhcoshsinhcosh +=+  

が成り立つ。これを応用し、  

( ) ( ) ij
ij

ijeij 
1sinh1cosh +=  

ijij ij  sinhcosh +=  

ijij
e


=  

が成り立つ。  

iez = として、 ( ) ( ) ( )ijie
ji sincos +=  

( ) ( ) 1sinh1coshsincos
i

j
iji −=+  

1sinh1cosh ij+=  

( ) ( ) ij
ij

ije
ji 


1sinh1cosh +=







 

ijij ij  sinhcosh +=  

ijij
e


=  

同様に ( ) ij
ij ijij ee




=







も成り立つ。  

( ) ( ) ij
ij iij je


1sin1cos +=  

ijij iji  sincos +=  

ijij ij  sinhcosh +=  

ijij
e


=  

同様に、 ( ) ijij ijji ee


= も成り立つ。  

 

        （証明完）  
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定理 ( , ,i j ij   の一意性)   

( )( )( )i i j j ij ijZ i j ij     = + + +  

と表現すると、当然 , , , , ,i i j j ij ij      を

一意に定めることはできない。しかし、

cbda −== , または cbda =−= , が成り立

たなければ、 , , ,a b c d より、 , ,i j ij   を一

意に定めることができる。  

 

（証明）  

,i jh h を任意の正の実数とする。  

( )( )( )i i j j ij ijZ i j ij     = + + +  

( )( ) ij ij

i i i i j j j j

i j i j

h h i h h j ij
h h h h

 
   

 
= + + +  

 
 

とおける。この場合を変換すると、  

2 2 2 2 2 2
cosi i i

i

i i i i i i

h

h h

 


   
= =

+ +
 

したがって、
i は正の実数

ih に依存しな

い。 ,j ij  についても同様である。  

,i jh h が共に負の場合、特に 1i jh h= = − と

する。なぜなら、任意の負の数としなく

ても十分だからである。  

( )
2 2

cos cosi
i i

i i


  

 

−
= − = +

+
 

( )
2 2

sin sini
i i

i i


  

 

−
= − = +

+
 

同様に j項についても計算すると、  

( ) ( )i j iji j ij
Z Z e

    + + + +
=  

i j iji j iji jZ e e e
    + +

=  

( )( )1 1 i j iji j ij
Z e

  + +
= − −  

i j iji j ij
Z e

  + +
=  

したがって、 i は負の実数 ih に依存しな

い。 ,j ij  についても同様である。  

1, 1i jh h= − = の場合、  

( )( )( )i i j j ij ijZ i j ij     = − − + − −  

( ) ( )1 1i j iji j ij
Z e e

  +
= − −  

i j iji j ij
Z e

  + +
=  

したがって、
i は０でない任意の実数

ih

に依存しない。 ,j ij  についても同様であ

る。  

 したがって、 , ,i j ij   を一意に定めるこ

とができる。  

       （証明完）  

 

 

定理  

ijZjZiZ ijijijjjjiii  +=+=+= ,,

nm, を自然数とする。  

n
j

m
i ZZ は bcad =  

n
ij

m
i ZZ は bdac −=  

n
ij

m
j ZZ は cdab −=  

を満たす。  

（証明）  

dijcjbiaZZ ji +++= と 表 現 す る と 、

bcad = を満たすことは最初に説明した。 

i

j

Z

Z

ii

jj

i

j





+

+
=  

( )( )
22

ii

iijj ij





+

−+
=  

22
ii

jijijiji ijji





+

−+−
=  

この場合も、 bcad = を満たす。  

さらに一般化すれば、 nm, をゼロではな

い整数とすると、
n

j
m

i ZZ は bcad = を満

たす。  

 

dijcjbiaZ +++= において、 bdac −= の

場合について考察する。  

( )( )ijidijcjbia ijijii  ++=+++  

ここで、 ijZiZ ijijijiii  +=+= , とお

く。  

( ) ( )ijiZZ ijijiiiji  ++=
22

 

( )( )( )iji ijijiiii  ++−= 2
22

 

( )( )22
ijiZZ ijijiiiji  ++=  

( ) ( )( )iji ijijijijii  2
22
+++=  
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22
, ijiiji ZZZZ も、 bdac −= を満たす。  

i

ij

Z

Z

ii

ijij

i

ij





+

+
=  

( )( )
22

ii

iiijij iij





+

−+
=  

22
ii

jiijiijiiji ijji





+

++−
=  

ij

i

Z

Z

ijij

ii

ij

i





+

+
=  

( )( )
22

ijij

ijijii iji





−

−+
=  

22
ijij

jiijiijiiji ijji





−

−++
=  

ij

j

i

ij

Z

Z

Z

Z
, も、 bdac −= を満たす。  

一般化すれば、 nm, をゼロではない整数

とすると、
n

ij
m

i ZZ は bdac −= を満たす。 

同様な計算方法で
n

ij
m

j ZZ は cdab −= を

満たす。  

         （証明完）  
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定理  

（ dcba ,,, から、 ijijjjii  ,,,,,  

, ijji  ,, を求める）  

dijcjbiaZ +++=  

( )( )( )ijji ijijjjii  +++=  

において、  

( )( )2 2 2 2cos i
i j j ij ij

Z


    = + −  

Z １①  

2 2 2 2 21

2
Z a b c d

Z
=  + − + −  

Z ２①  

( )( )2 2 2 2sin i
i j j ij ij

Z


    = + −  

Z １②  

2 2 2 2 21

2
Z a b c d

Z
=  − + − +  

Z ２②  

( )( )2 2 2 2cos
j

j i i ij ij
Z


    = + −  

Z １③  

2 2 2 2 21

2
Z a b c d

Z
= + + − −  

Z ２③  

( )( )2 2 2 2sin
j

j i i ij ij
Z


    = + −  

Z １④  

2 2 2 2 21

2
Z a b c d

Z
=  − − + +  

Z ２④  

( )( )2 2 2 2cosh
ij

ij i i j j
Z


    = + +  

Z １⑤  

22 2 2 21

2
a b c d Z

Z
= + + + +  

Z ２⑤  

( )( )2 2 2 2sinh
ij

ij i i j j
Z


    = + +  

Z １⑥  

22 2 2 21

2
a b c d Z

Z
=  + + + −  

Z ２⑥  

1,1
2222
=−=+ ijijjj  ならば、  

2 2 2 2 21

2
i Z a b c d =  + − + −  

Z ３①  

2 2 2 2 21

2
i Z a b c d =  − + − +  

Z ３②  

1,1
2222
=−=+ ijijii  ならば、  

2 2 2 2 21

2
j Z a b c d = + + − −  

Z ３③  

2 2 2 2 21

2
j Z a b c d =  − − + +  

Z ３④

1,1
2222
=+=+ jjii  ならば、  

22 2 2 21

2
ij a b c d Z = + + + +  

Z ３⑤  

22 2 2 21

2
ij a b c d Z =  + + + −  

Z ３⑥  

1
log

2

ij ij

ij

ij ij

 


 

+
=

−
 

( ) ( )
2 2

2

1
log

2

a d b c

Z

+ + −
= Z ４①  

( ) ( )

2

2 2

1
log

2

Z

a d b c
=

− + +
Z ４②  

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1
log

4

a d b c

a d b c

+ + −
=

− + +
Z ４③  

 

（証明）  

( )( )( )ijjiZ ijijjjii  +++=  

において、  

( )( )( )ijji ijijjjii  +++  
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2222
jj

jj

ii

ii
ji









+

+

+

+
=  





++ ijjjii  2222

 





+++ ijijjjii  2222

 

と変換する。  

i
i

ii

ii

ii
33

22





+=

+

+
 

j
j

jj

jj

jj
33

22





+=

+

+
 

3
2222

ijijjjii  =++  

3
2222

ijijjjii  =++  

とおくと、  

( )( )( )ijjiZ ijijjjii 333333  +++=  

となる。明らかに、  

1,1
2

3
2

3
2

3
2

3 =+=+ jjii   

を満たす。積１①を使う。  

( )( )( )2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3 ijijjjii  +++  

2222 dcba +++=  

( ) ( ) ( )22
3

2
3

22
3

2
3

22
3

2
3 ijijjjii  −++  

( ) ( )( )( ) ( )( )2222
cbdacbda −++++−=  

4
Z=  

より、  

22222
3

2
3 dcbaijij +++=+   

2
3

2
3 ijij   なので、  

22 2

3 3ij ij Z − =  

( )22 2 2 2 2

3

1

2
ij a b c d Z = + + + +  

( )22 2 2 2 2

3

1

2
ij a b c d Z = + + + −  

( )22 2 2 2 2

2

1
cosh

2
ij a b c d Z

Z
 = + + + +

( )22 2 2 2 2

2

1
sinh

2
ij a b c d Z

Z
 = + + + −  

が成り立つ。  

 

( )( )( )ijji ijijjjii  +++  

2222
ijij

ijij

ii

ii
iji









−

+

+

+
=  





−+ jijijii  2222

 





−++ jjijijii  2222

 

と変換する。先ほどと同様に変数変換し、 

( )( )( )ijjiZ ijijjjii 222222  +++=  

とおく。明らかに、  

1,1
2

2
2

2
2

2
2

2 =−=+ ijijii   

を満たす。積１②を使う。  

( )( )( )2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2 ijijjjii  −−+  

2222 dcba −−+=  

より、  

22222
2

2
2 dcbajj −−+=−  

22 2

2 2j j Z + =  

( )22 2 2 2 2

2

1

2
j Z a b c d = + + − −  

( )22 2 2 2 2

2

1

2
j Z a b c d = − − + +  

( )22 2 2 2 2

2

1
cos

2
j Z a b c d

Z
 = + + − −  

( )22 2 2 2 2

2

1
sin

2
j Z a b c d

Z
 = − − + +  

が成り立つ。  

 

( )( )( )ijji ijijjjii  +++  

2222
ijij

ijij

jj

jj ijj









−

+

+

+
=  





−+ iijijjj  2222

 





−++ iiijijjj  2222

 

と変換する。  

( )( )( )ijjiZ ijijjjii 111111  +++=  

とおく。明らかに、  

1,1
2

1
2

1
2

1
2

1 =−=+ ijijjj   
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を満たす。積１③を使う。  

( )( )( )2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 ijijjjii  −+−  

2222 dcba −+−=  

より、  

22222
1

2
1 dcbaii −−+=−   

22 2

1 1i i Z + =  

( )22 2 2 2 2

1

1

2
i Z a b c d = + − + −  

( )22 2 2 2 2

1

1

2
i Z a b c d = − + − +  

( )22 2 2 2 2

2

1
cos

2
i Z a b c d

Z
 = + − + −  

( )22 2 2 2 2

2

1
sin

2
i Z a b c d

Z
 = − + − +  

が成り立つ。  

 

以上をまとめ、絶６②～⑦を使うと、  

1,1
2222
=−=+ ijijjj  ならば、  

( )22 2 2 2 21

2
i Z a b c d = + − + −  

( )22 2 2 2 21

2
i Z a b c d = − + − +  

1,1
2222
=−=+ ijijii  ならば、  

( )22 2 2 2 21

2
j Z a b c d = + + − −  

( )22 2 2 2 21

2
j Z a b c d = − − + +  

1,1
2222
=+=+ jjii  ならば、  

( )22 2 2 2 21

2
ij a b c d Z = + + + +  

( )22 2 2 2 21

2
ij a b c d Z = + + + −  

 

( )22 2 2 2 2

2

1
cos

2
i Z a b c d

Z
 = + − + −  

( )( )
2

2 2 2 2

2

i
j j ij ij

Z


   = + −  

( )22 2 2 2 2

2

1
sin

2
i Z a b c d

Z
 = − + − +  

( )( )
2

2 2 2 2

2

i
j j ij ij

Z


   = + −  

( )22 2 2 2 2

2

1
cos

2
j Z a b c d

Z
 = + + − −  

( )( )
2

2 2 2 2

2

j

i i ij ij
Z


   = + −  

( )22 2 2 2 2

2

1
sin

2
j Z a b c d

Z
 = − − + +  

( )( )
2

2 2 2 2

2

j

i i ij ij
Z


   = + −  

( )22 2 2 2 2

2

1
cosh

2
ij a b c d Z

Z
 = + + + +  

( )( )
2

2 2 2 2

2

ij

i i j j
Z


   = + +  

( )22 2 2 2 2

2

1
sinh

2
ij a b c d Z

Z
 = + + + −  

( )( )
2

2 2 2 2

2

ij

i i j j
Z


   = + +  

となる。２乗を取ると、右辺には が出

てくる。たとえば、  

2 2 2 2 21
cos

2
i Z a b c d

Z
 =  + − + −  

( )( )2 2 2 2i
j j ij ij

Z


   =  + −  

となる。  

また、
2 20, 0,j ij ij ij      という条

件も考慮に入れると、  

( )( )2 2 2 2cos i
i j j ij ij

Z


    = + −  

2 2 2 2 21

2
Z a b c d

Z
=  + − + −  

( )( )2 2 2 2sin i
i j j ij ij

Z


    = + −  

2 2 2 2 21

2
Z a b c d

Z
=  − + − +  

( )( )2 2 2 2cos
j

j i i ij ij
Z


    = + −  



 53 

2 2 2 2 21

2
Z a b c d

Z
= + + − −  

( )( )2 2 2 2sin
j

j i i ij ij
Z


    = + −  

2 2 2 2 21

2
Z a b c d

Z
=  − − + +  

( )( )2 2 2 2cosh
ij

ij i i j j
Z


    = + +  

22 2 2 21

2
a b c d Z

Z
= + + + +  

( )( )2 2 2 2sinh
ij

ij i i j j
Z


    = + +  

22 2 2 21

2
a b c d Z

Z
=  + + + −  

1,1
2222
=−=+ ijijjj  ならば、  

2 2 2 2 21

2
i Z a b c d =  + − + −  

2 2 2 2 21

2
i Z a b c d =  − + − +  

1,1
2222
=−=+ ijijii  ならば、  

2 2 2 2 21

2
j Z a b c d = + + − −  

2 2 2 2 21

2
j Z a b c d =  − − + +  

1,1
2222
=+=+ jjii  ならば、  

22 2 2 21

2
ij a b c d Z = + + + +  

22 2 2 21

2
ij a b c d Z =  + + + −  

となる。  

 

22
cosh

ijij

ij
ij






−

=  

22
sinh

ijij

ij
ij






−

=  

を使い計算する。  

222
ijij

ij
ijij ee





−

=
+

−

 

222
ijij

ij
ijij ee





−

=
−

−

 

22
ijij

ijijije





−

+
=  

22
ijij

ijijije





−

−
=

−
 

したがって、  

ijij

ijij

ijij

ijij
ij










−

−
=

−

+
=

22

22
loglog  

1
log

2

ij ij

ij ij

 

 

+
=

−
 

 

( )( )( )
( )( )( )222222

22222

ijijjjii

ijijjjii

ijij

ijij









−++

+++
=

−

+

( )( )( )22222
ijijjjii  +++  

( )( )( )222222
ijijjjii  +++=  

( )( )2222
2 jjiiijij  +++  

したがって、  

( ) ( )2 2 2 2

2

2
2 logij

a b c d ad bc

Z


+ + + + −
=  

( ) ( )
2 2

2
log

a d b c

Z

+ + −
=  

また、  

( )( )( )
( )( )( )22222

222222

ijijjjii

ijijjjii

ijij

ijij









−++

−++
=

−

+

( )( )( )22222
ijijjjii  −++  

( )( )( )222222
ijijjjii  +++=  

( )( )2222
2 jjiiijij  ++−  

したがって、  
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( ) ( )

2

2 2 2 2
2 log

2
ij

Z

a b c d ad bc
 =

+ + + − −
 

( ) ( )

2

2 2
log

Z

a d b c
=

− + +
 

( ) ( )( )2 2 2
Z a d b c= − + +  

( ) ( )( )2 2
a d b c + + −  

より、  

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2
2 logij

a d b c

a d b c


+ + −
=

− + +
 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1
log

4
ij

a d b c

a d b c


+ + −
=

− + +
 

 

         （証明完）  

 

当初、 ij を ji ZZ , 平面の偏角と何らかの

関係があると考えていたが、違ったよう

である。  
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偏角  
i j iji j ij

Z a bi cj dij Z e
  + +

= + + + = とおけ

る と き 、 ijji  ,, を そ れ ぞ れ 平 面

,i j ijZ Z ,Z 上の Z の偏角と定義し、  

ijijjjii ZZZ  === arg,arg,arg と表記

する。  

111111 arg,arg,arg ijijjjii ZZZ  === 、

222222 arg,arg,arg ijijjjii ZZZ  ===

とし、
2

1
21 ,

Z

Z
ZZ の演算が可能ならば、  

222121 argargarg iiiii ZZZZ  +=+=  

222121 argargarg jjjjj ZZZZ  +=+=  

222121 argargarg ijijijijij ZZZZ  +=+=  

2221
2

1 argargarg iiiii ZZ
Z

Z
 −=−=  

2221
2

1 argargarg jjjjj ZZ
Z

Z
 −=−=  

2221
2

1 argargarg ijijijijij ZZ
Z

Z
 −=−=  

が成り立つ。  

 

 

定理（３次元空間との対応）  

ji ZZ , 平面が、実数軸を共通とし、か

つ直交していると考える。３次元空間の

点 ( )cbaP ,, を、 azR = 、 bzi = 、 cz j = で

変数変換し、 jiijR zzzz = という関係から

新しい次元 ijz を作ると、複素空間の点

( )ijjiR zzzzZ ,,, に対応させることができ

る。図にすると次図になる。ただしここ

では点 Z を便宜上、点 Pの延長上に表記

した。 jZ 平面は、裏面から見た図になる

ので、偏角の向きが時計回りに見える。  

そして、複素空間上の点は、  

cos cos

sin cos

cos sin

sin sin

i j

i j

i j

i j

a Z

b Z

c Z

d Z

 

 

 

 

 =


=


=


=

三１ 

0ij =  

2 2
cos i

i

i i




 
= 

+
三２①  

2 2

a

a b
= 

+
三３①  

2 2
sin i

i

i i




 
= 

+
三２②  

2 2

b

a b
= 

+
三３②  

2 2
cos

j

j

j j




 
= 

+
三２③  

2 2

a

a c
= 

+
三３③  

2 2
sin

j

j

j j




 
= 

+
三２④  

2 2

c

a c
= 

+
三３④  

が成り立ち、 ji  , はそれぞれ xzxy, 平面

上の偏角となる。  

 
 

（証明）  
2 2 2 2 2Z a b c d= + + + を代入すると、  

22
cos

ii

i
i






+

=  

2222

22

dcba

ca

+++

+
=  
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22
sin

ii

i
i






+

=  

2222

22

dcba

db

+++

+
=  

22
cos

jj

j
j






+

=  

2222

22

dcba

ba

+++

+
=  

22
sin

jj

j
j






+

=  

2222

22

dcba

dc

+++

+
=  

が成り立つ。  

 

bcad = という条件を入れ、 0a として  

2222

22

dcba

ca

+++

+
 

22222222

22

dacabaaa

caa

+++

+
=  

22222222

22

cbcabaaa

caa

+++

+
=  

( )( )2222

22

caba

caa

++

+
=  

22 ba

a

+

=  

となる。  

 

同様に計算すると、  

2222

22

dcba

db

+++

+
 

( )( )2222

2222

caba

cbba

++

+
=  

22 ba

b

+

=  

2222

22

dcba

ba

+++

+
 

( )( )2222

22

caba

baa

++

+
=  

22 ca

a

+

=  

2222

22

acba

dc

+++

+
 

( )( )2222

2222

caba

cbca

++

+
=  

22 ca

c

+

=  

となる。  

 

以上をまとめると、  

22
cos

ii

i
i






+

=
22 ba

a

+

=  

22
sin

ii

i
i






+

=
22 ba

b

+

=  

22
cos

jj

j
j






+

=
22 ca

a

+

=  

22
sin

jj

j
j






+

=
22 ca

c

+

=  

となる。この式から、 azR = 、 bzi = 、

cz j = と変数変換した座標系における偏

角と扱うことができる。  

絶対値 Z については、  

2 2 2 2Z a b c d= + + +  

( )( )22221
caba

a
++=  

となる。  

        （証明完）  

 

 

ijijii  sinh,cosh,sin,cos について考察

する。特に  
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dijcjbiaZ +++=  

( )( )iji ijijii  ++=  

( )( )ijijii ijir  sincoshsincos ++=  

i iji ij
Z e

 +
=  

となる場合を考察する。  
2 2 2 2 2Z a b c d= + − − を代入すると、  

22
cos

ii

i
i






+

=  

2222

22

dcba

da

−−+

−
=  

22
sin

ii

i
i






+

=  

2222

22

dcba

cb

−−+

−
=  

22
cosh

ijij

ij
ij






−

=  

2222

22

dcba

ba

−−+

+
=  

22
sinh

ijij

ij
ij






−

=  

2222

22

dcba

dc

−−+

+
=  

が成り立つ。  

 

bdac −= という条件を入れると、  
2 2 2 2 2Z a b c d= + − −  

2222

22

dcba

da

−−+

−
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

b a b d

b a b b b c b d

−
=

+ − −
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

b a a c

b a b b b c a c

−
=

+ − −
 

( )( )

2 2

2 2 2 2

a b c

a b b c

−
=

+ −

 

22 ba

a

+

=  

となる。  

 

同様に計算すると、  

2222

22

dcba

cb

−−+

−
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

b b b c

b a b b b c b d

−
=

+ − −
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

b b b c

b a b b b c a c

−
=

+ − −
 

( )( )

2 2

2 2 2 2

b b c

a b b c

−
=

+ −

 

22 ba

b

+

=  

2222

22

dcba

ba

−−+

+
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

b a b b

b a b b b c b d

+
=

+ − −
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

b a b b

b a b b b c a c

+
=

+ − −
 

( )( )2222

22

cbba

bab

−+

+
=  

22 cb

b

−

=  

2 2

2 2 2 2

c d

a b c d

+

+ − −
 

  
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

c c c d

c a c b c c c d

+
=

+ − −
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

c c c d

b d c b c c c d

+
=

+ − −
 

( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2

c c c d

c d b c

+
=

+ −
 

22 cb

c

−

=  

となる。  

 

以上をまとめると、  
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22
cos

ii

i
i






+

=  

22 ba

a

+

=  

22
sin

ii

i
i






+

=  

22 ba

b

+

=  

22
cosh

ijij

ij
ij






−

=  

22 cb

b

−

=  

22
sinh

ijij

ij
ij






−

=  

22 cb

c

−

=  

となる。  

 

絶対値 Z については、  

2 2 2 2Z a b c d= + − −  

( )( )22221
cbba

b
−+=  

 
 

iji ZZ , 平面が、 i軸を共通とし、かつ直

交 し て と 考 え る 。 ３ 次 元 空 間 の 点

( )cbaP ,, を、 azR = 、 bzi = 、 jz c= で変数

変換し、 ijijR zzzz −= という関係から、複

素空間の点 ( )ijjiR zzzzZ ,,, に対応させる

ことができる。図にすると上図になる。

ただしここでは点 Z を便宜上、点 Pの上

に表記した。  

そして、複素空間上の点は、  

cos cosh

sin cosh

cos sinh

sin sinh

i ij

i ij

i ij

i ij

a Z

b Z

c Z

d Z

 

 

 

 

 =


=


=


=

 

が成り立つ。  
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平面への射影  

 

たとえば、実数軸と i軸のなす平面を

R iZ と記述する。他に
R jZ ,

R ijZ ,
i jZ ,

i ijZ  

,
j ijZ と記述する。  

Z a bi cj dij= + + +  

を各平面に射影する。  

各平面に射影した場合の点を、  

, , , , ,R i R j R ij i j i ij j ijZ Z Z Z Z Z     
 

とする。  

各点を極座標に変換した場合の偏角を、  

, , , , ,R i R j R ij i j i ij j ij          
 

とする。なお、偏角は双曲線関数の偏角

になる場合もある。  

 

平面
R iZ への射影  

0c d= =  

R iZ a bi = +  

2 2 2 24 4

R iZ a b a b = +  +  

2 2a b= +  

したがって、  

( )cos sinR i R i R i R iZ Z i    = +  

とおける。  

 
 

平面 R jZ への射影  

0b d= =  

R jZ a cj = +  

2 2 2 24 4

R jZ a c a c = +  +  

2 2a c= +  

したがって、  

( )cos sinR j R j R j R jZ Z i    = +  

とおける。  

 
 

平面
R ijZ への射影  

0b c= =  

R ijZ a dij = +  

( ) ( )
2 2

4 4
R ijZ a d a d = −  +  

2 2a d= −  

したがって、  

( )cosh sinhR ij R ij R ij R ijZ Z ij    = +  

とおける。  
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平面
i jZ への射影  

0a d= =  

i jZ bi cj = +  

( )b cij i= −  

( ) ( )
2 2

4 4
i jZ b c b c = +  −  

2 2b c= −  

したがって、  

( )cosh sinhi j i j i j i jZ Z ij i    = +  

とおける。  

( )cosh sinhi j i j i jZ ij   +  

 
 

( )cosh sinhi j i j i jZ ij i   +  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

平面
i ijZ への射影  

0a c= =  

i ijZ bi dij = +  

( )b dj i= +  

2 2 2 24 4

i ijZ b d b d = +  +  

2 2b d= +  

したがって、  

( )cos sini ij i ij i jj i ijZ Z j i    = +  

とおける。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )cos sini ij i jj i ijZ j   +  

 
 

( )cos sini ij i jj i ijZ j i   +  
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平面
j ijZ への射影  

0a b= =  

i ijZ cj dij = +  

( )c di j= +  

2 2 2 24 4

i ijZ c d c d = +  +  

2 2c d= +  

したがって、  

( )cos sinj ij j ij j jj j ijZ Z i j    = +  

とおける。  

( )cos sinj ij j jj j ijZ i   +  

 
 

( )cos sinj ij j jj j ijZ i j   +  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

以上、 , , ,R i R j i ij j ijZ Z Z Z   
については、三

角関数で表現できるが、 ,R ij i jZ Z 
について

は、双曲線関数で表現できる。  
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ベクトル  

 

 複素空間をユークリッド空間として扱

う。 R軸・ i軸・ j軸・ ij 軸の単位ベク

トルをそれぞれ jijiR


,,, とすると、空間

上のベクトルは  

jizjzizRzZ ijjiR


+++=  

と表すことができる。略して、  

( )ijjiR zzzzZ ,,,=


 

と表記する。  

①  絶対値の定義  

2222
ijjiR zzzzZ +++=


 

②  演算及び「一致する」という定義  

( )
11111 ,,, ijjiR zzzzZ =


 

( )
22222 ,,, ijjiR zzzzZ =


 

とすると、  

1 2 1 2 1 2,R R i iZ Z z z z z=  = =  

1 2 1 2, ,j j ij ijz z z z= =  

( )1 1 1 1 1, , ,R i j ijZ z z z z    =  

(1 2 1 2 1 2,R R i iZ Z z z z z =    

)1 2 1 2, ,j j ij ijz z z z   

③  点の座標と成分  

２点  

( )1111 ,,, ijjiR zzzzA  

( )2222 ,,, ijjiR zzzzB  

において、  

( )1111 ,,, ijjiR zzzzOA=  

( )2222 ,,, ijjiR zzzzOB =  

となり、  

( 1212 , iiRR zzzzAB −−=  

)1212 ,, ijijjj zzzz −−  

 

 

内積  

 

特に とベクトル成分との関係を考察す

る。  

注：下図において、 ij 軸は省略した。  

 

( )1111 ,,, ijjiR zzzzOA=  

( )2222 ,,, ijjiR zzzzOB =  

=AOB とする。  

内積を cosOBOAOBOA =• と定義す

ると、  

cos2
222

OBOAOBOAAB −+=  

OBOAOBOA •−+= 2
22

 

が成り立つ。  

90°AOB = ならば、  

021212121 =+++ ijijjjiiRR zzzzzzzz  

が成り立つ。  

 

 

ベクトルの外積  

 

ベクトル OCOBOA ,, があり、点 CBA ,,

により、平面の四角形を定める。四角形

ABC△ の点に順序を定め、Oの反対側か

ら見たとき ACBA →→→ と反時計回

りとき「右手系」、時計回りのとき「左手

系」という。  
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 ２つのベクトル OBOA, において、その

間の角を とする。  

OBOA, を２辺とする平行四辺形の面積は、

sinOBOA になる。点 Oから、 OBOA, そ

れぞれに垂直に、そして右手系になるよ

うな単位ベクトル eを考える。外積を  

( )eOBOAOBOA sin=  

と定義する。  
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複素数の行列表示 
 

Z a bi cj dij= + + + において、  

iZ ai b cij dj= − + − と変換できる。行列に

すると、  

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

b a

a b

d c

c d

− −    
    
    =
    − −
    
    

 

となる。  

行列の変数表示を 4 4,A B のように太文字

で表現する。サフィックス４については、

4 4 の正方行列を意味するものとする。

上記行列を、  

4

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

− 
 
 =
 −
 
 

I  

とする。同様に、 ,j ijについて変換行列

を作る。  

jZ aj bij c di= + − −  

4

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

− 
 

− =
 
 
 

J  

ijZ aij bj ci d= − − +  

4

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 
 

− =
 −
 
 

K  

なお、  

4 4

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

   
   
   = =
   
   
   

O ,E  

とする。  
2 2 2

4 4 4 4 4,= = − =I J E K E  

4 4 4 4 4= =I J J I K , 4 4 4 4 4= = −I K K I J ,  

4 4 4 4 4= = −J K K J I  

が成り立つ。  

 

 

4 4 4 4 4a b c d= + + +Z E I J K  

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

a b

a b

a b

a b

−   
   
   = +
   −
   
   

 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

c d

c d

c d

c d

−   
   

− −   + +
   −
   
   

 

a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

− − 
 

− − =
 − −
 
 

 

4

a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

− −

− −
=

− −
Z  

( ) ( )  ( ) ( ) 2 2 2 2
a d b c a d b c= + + − − + +

したがって、 ,a d b c= − = 又は  

,a d b c= = − ならば、 4Z は正則ではない。

ad bc= ならば、  

( )
2

2 2 2 2

4 a b c d= + + +Z なので、正則であ

る。  

 

 

4

a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

− − 
 

− − =
 − −
 
 

Z において、  

( )a b c d= − −a1  

( )b a d c= − −a2  

( )c d a b= − −a3  

( )d c b a=a4  

とおく、  
2 2 2 2 2 2 2 2a b c d= = = = + + +a1 a2 a3 a4

( ) ( ) ( )( ) ( ), 0ab b a c d d c= + − + − − + − =a1 a2

同様に計算して、  
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( ) ( ) ( ), , , 0= = =a1 a3 a2 a4 a3 a4  

( ), 2 2ad bc= −a1 a4  

( ), 2 2bc ad= −a2 a3  

したがって、 ad bc= ならば、 4Z は直交

行列である。  
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関数の定義  

 

ijzjzizzZ ijjiR +++= として、除法が関

係するためには、 ZZ ０ という条件が必

要である。  

 

多項式 

変 数 を ijzjzizzZ ijjiR +++= 、 定 数 を

(0 )k Rk ik jk ijkA a a i a j a ij k n= + + +    

として、  

( )ZPZAZAZAAW n
n =++++= 2

210  

で定義される関数を、次数 n の多項式

( )ZP という。  

 

有理式 

( ) ( )ZQZP , を多項式とする。有理式を

( )
( )ZQ

ZP
W = で定義する。  

 

指数関数 
2 3

1
2! 3!

Z Z Z
e Z= + + + +  

 

で指数関数を定義する。  
R i j ijz iz jz ijzZe e
+ + +

=  

( )( )jjii
z

zjzzize R sincossincos ++=  

( )ijij zijz sinhcosh +  

でも表現できる。したがって、 Rze Z= が

成り立つ。  

 

三角関数  
3 5

sin
3! 5!

Z Z
Z Z= − + −  

2 4 6

cos 1
2! 4! 6!

Z Z Z
Z = − + − +  

Z

Z
Z

cos

sin
tan =  

で三角関数を定義する。  

 

双曲線関数 

( )ZZ eeZ −−=
2

1
sinh  

( )ZZ eeZ −+=
2

1
cosh  

sinh
tanh

cosh

Z
Z

Z
=  

で双曲線関数を定義する。  

なお、級数で  
3 5

sinh
3! 5!

Z Z
Z Z= + + +  

2 4 6

cosh 1
2! 4! 6!

Z Z Z
Z = + + + +   

という定義でもよい。  

 

対数関数 

WeZ = のとき、逆関数である対数関数

を ZW ln= で定義する。  

WeZ =  

ijjiR ijwjwiww
e

+++
=  

( )( )jjii
w

wjwwiwe R sincossincos ++=  

( )ijij wijw sinhcosh +  

において、任意の整数 ji kk , に対し、  

ii wiw sincos +  

( ) ( ) iiii kwikw 2sin2cos +++=  

jj wjw sincos +  

( ) ( ) jjjj kwjkw 2sin2cos +++=  

が成り立つので、 ZW ln= は多価関数に

なり、  

ZW ln=  

( )ikzz iiR 2ln ++=  

( ) ijzjkz ijjj +++ 2  

となる。  

 

定理  

cos sini Ze Z i Z= +  

cos sinj Ze Z j Z= +  

cosh sinhijZe Z ij Z= +  

（証明）  

( )
( ) ( )

2 3

1
2! 3!

i Z
iZ iZ

e iZ= + + + +   

2 4

1
2! 4!

Z Z
= − + −  
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3 5

3! 5!

Z Z
i Z
 

+ − + − 
 

 

 cos sinZ i Z= +  

が成り立つ。同様に、  

cos sinj Ze Z j Z= +  

も成り立つ。  

( )
( ) ( )

2 3

1
2! 3!

ijZ
ijZ ijZ

e ijZ= + + + +   

2 4

1
2! 4!

Z Z
= + + −  

3 5

3! 5!

Z Z
ij Z
 

+ + + +  
 

 

cosh sinhZ ij Z= +  

      （証明完）  

 

定理  

( )1 2 1 2 1 2cos cos cos sin sinZ Z Z Z Z Z+ = −  

( )1 2 1 2 1 2sin sin cos cos sinZ Z Z Z Z Z+ = +  

( )1 2 1 2cosh cosh coshZ Z Z Z+ =   

1 2sinh sinhZ Z+  

( )1 2 1 2sinh sinh coshZ Z Z Z+ =  

1 2cosh sinhZ Z+  

（証明）  
( )1 21 2

i Z Zi Z i Ze e
++ =  

   ( ) ( )1 1 1 1cos sinZ Z i Z Z= + + +  

( )( )1 2

1 1 2 2cos sin cos sini Z iZe Z i Z Z i Z+ = + +  

1 2 1 2cos cos sin sinZ Z Z Z= −  

( )1 2 1 2sin cos cos sini Z Z Z Z+ +  

したがって、  

( )1 2 1 2 1 2cos cos cos sin sinZ Z Z Z Z Z+ = −  

( )1 2 1 2 1 2sin sin cos cos sinZ Z Z Z Z Z+ = +  

( )1 21 2
ij Z ZijZ ijZe e

++ =  

   ( ) ( )1 1 1 1cos sinZ Z i Z Z= + + +  

( )1 2

1 1cosh sinhijZ ijZe Z ij Z+ = +  

( )2 2cosh sinhZ ij Z +  

1 2 1 2cosh cosh sinh sinhZ Z Z Z= +  

( 1 2sinh coshij Z Z+  

)1 2cosh sinhZ Z+  

したがって、  

( )1 2 1 2cosh cosh coshZ Z Z Z+ =   

1 2sinh sinhZ Z+  

( )1 2 1 2sinh sinh coshZ Z Z Z+ =  

1 2cosh sinhZ Z+  

 

      （証明完）  

 

定理  

( )
1

cos
2

i Z i ZZ e e−= +  

( )
1

sin
2

i Z i ZZ e e
i

−= −  

( )
1

cos
2

j Z j ZZ e e−= +  

( )
1

sin
2

j Z j ZZ e e
j

−= −  

（証明は略）  

 

定理  

( )cos cosijZ Z=  

( )sin sinijZ ij Z=  

（証明）  
2 4 6

cos 1
2! 4! 6!

Z Z Z
Z = − + − +   

( ) ( ) ( )
2 4 6

1
2! 4! 6!

ijZ ijZ ijZ
= − + − +   

( )cos ijZ=  

3 5 7

sin
3! 5! 7!

Z Z Z
ij Z ij Z

 
= − + − +  

 
 

( ) ( ) ( )
3 5 7

3! 5! 7!

ijZ ijZ ijZ
ijZ= − + − +   

( )sin ijZ=  

（別証明）  

( )
1

cos
2

i Z i ZZ e e−= + より、  

( ) ( )
1

cos
2

j Z j ZijZ e e−= +  

cosZ=  

( )
1

sin
2

i Z i ZZ e e
i

−= − より  
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( ) ( )
1

sin
2

j Z j ZijZ e e
i

−= −  

( )
1

2

j Z j Ze e
i

−= − −  

( )
1 1

2

j Z j Ze e
ij j

−=  −  

sinij Z=  

      （証明完）  

このことにより、変数が実数の場合の

三角関数・双曲線関数の公式は、複素空

間 Zにおいても成り立つと思う。  
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関数の極座標による表示  

( )ZFW = 、 ijzjzizzZ ijjiR +++= にお

いて、
i j iji j ij

Z Z e
  + +

= を満たす  

( ), ,i j ij   が存在する。したがって、  

( )i j iji j ij
W F Z e

  + +
= と極座標による表示

が可能である。  

恒等的に jiijR zzzz = ならば、  

( )( )jiZZZ jjiiji  ++== とおけて、

i ji j
Z Z e

 +
= を満たす ( ),i j  が存在す

る。したがって、  

( ) ( )i ji j

i jW F Z Z F Z e
 +

= = と 極 座 標 に

よる表示が可能である。  

恒 等 的 に ijijR zzzz −= な ら ば 、

( )( )ijiZZZ ijijiiiji  ++== とおけて、 

i iji ij
Z Z e

 +
= を満たす ( ),i ij  が存在する。

したがって、  

( ) ( )i iji ij

i ijW F Z Z F Z e
 +

= = と 極 座 標 に

よる表示が可能である。  

同様に、 ijjiR zzzz −= ならば、  

( ) ( )j ijj ij

j ijW F Z Z F Z e
 +

= = と極座標に

よる表示が可能である。  

 

 

３次元空間と複素空間との関

係  

 ３次元空間上の点  

( ) ( )22221111 ,,,,, cbaPcbaP から、新しい次

元を作り、 22221111 , cbdacbda == を満た

す 21,dd を作ると、  

( ) ( )2222211111 ,,,,,,, dcbaZdcbaZ に対応さ

せることができる。  

 21, ZZ それぞれを極座標に変換し、  

2 2 2 2

1 1 1 1 1Z a b c d= + + +  

2 2 2 2

2 2 2 2 2Z a b c d= + + +  

( )( ) 1 1

1 1 1 1 1 1
i ji j

i i j jZ i j Z e
 

   
+

= + + =  

( )( ) 2 2

2 2 2 2 2 2
i ji j

i i j jZ i j Z e
 

   
+

= + + =  

とする。このとき、  

( ) ( )1 2 1 2

1 2 1 2

i i j ji j
Z Z Z Z e

   + + +
=  

( ) ( )1 2 1 2

1 2

i i j ji j
Z Z e

   + + +
=  

が成り立つ。  

つまり、複素平面上と同じ考え方、  

222121 argargarg iiiii ZZZZ  +=+=  

222121 argargarg jjjjj ZZZZ  +=+=  

が成り立つ。  

４次元の複素空間で計算し、３次元に射

影すれば、つまり ij項を０にすれば、元

の３次元での結果が得られる。  
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関数の例  

 
直線の方程式 

( )00000 ,,, ijjiR zzzzZ を通り、ベクトルが

( )ijjiR vvvvV ,,, の場合、 tを媒介変数にし

て、  

( ) ( )0 0R R i iZ z tv z tv i= + + +  

( ) ( )ijtvzjtvz ijijjj ++++ 00  

i

ii

R

RR

v

zz

v

zz 00 −
=

−
 

( )t
v

zz

v

zz

ij

ijij

j

jj
=

−
=

−
=

00
 

２点  

( )11111 ,,, ijjiR zzzzZ , ( )22222 ,,, ijjiR zzzzZ  

を通る直線は、  

( )( )1 2 1R R RZ z t z z= + −  

( )( )izztz iii 121 −++  

( )( )jzztz jjj 121 −++  

( )( )ijzztz ijijij 121 −++  

12

1

12

1

ii

ii

RR

RR

zz

zz

zz

zz

−

−
=

−

−
 

( )t
zz

zz

zz

zz

ijij

ijij

jj

jj
=

−

−
=

−

−
=

12

1

12

1
 

 

定理  

原点を通り、ベクトルが ( )ijjiR vvvvV ,,,

と一致する直線は、 tを媒介変数として、 

( )R i j ijZ t v v i v j v ij= + + +  

となる。  

,R ij i jv v v v= = − または ,R ij i jv v v v= − = が

成り立たない場合、 i j iji j ij
Z Z e

  + +
= と表

記できて、 , , ,i j ijZ    は tの関数になる。

R ij i jv w v v= という関係があれば、 Z は t

の関数、 ,i j  は定数、 0ij = になる。  

（証明）  

( )R i j ijZ t v v i v j v ij= + + +  

となることは明らか。  

, , ,R i j ijv v v v が固定なので、  

0i i Rv t v= ,
0j j Rv t v= ,

0ij ij Rv t v= とすると、  

( )0 0 01R i j ijZ tv t i t j t ij= + + +  

( ) ( )( )2 2
4

0 0 01R ij i jZ tv t t t= − + +  

( ) ( )( )2 2
4

0 0 01 ij i jt t t + + −  

したがって、 ( )RZ tv=  定数 となるので

tの関数になる。 0RZ tv T= とおく。  

,R ij i jv v v v= = − または ,R ij i jv v v v= − = が成

り立たないので、（Z２①）より、  

1
cos

2
i

Z
 =   

2 2 2 2 2
R i j ijZ v v v v + − + −  

0

1

2 t T
=   

( )
2 2 2 2

0 0 0 01 i j ijt T t t t + − + −  

したがって、右辺に tが残るので、定数

とはならない。同様に、 ,j ij  についても

同じことが言えるので、  
i j iji j ij

Z Z e
  + +

=  

と表記した場合に、 , ,i j ij   は定数にはな

らない。 , ,i j ij   は tの関数になる。  

次に、 R ij i jv w v v= という関係があるとす

る。  

0Rv  として、
i j

ij

R

v v
v

v
=  

( )R i j ijZ t v v i v j v ij= + + +  

i j

R i j

R

v v
t v v i v j ij

v

 
= + + + 

 
 

（三３①）より、  

2 2
cos R

i

R i

v

v v
 =

+
 

2
0

1

1 it
= 

+
 

この場合、右辺に tが残らないので、定

数となる。  

同様に、 ,j ij  についても同じことが言え

るので、  
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i j iji j ij
Z Z e

  + +
=  

と表記した場合、 ,i j  は定数、 0ij = と

なる。  

        （証明完）  

 

平面の方程式 

( )00000 ,,, ijjiR zzzzZ を通り、ベクトル  

( )ijjiR vvvvV ,,, に垂直な平面について考

察する。  

平面の座標を ( )ijjiR zzzzZ ,,, とする。  

ZZ0 とV が垂直なので、 00 =•VZZ が成

り立つ。平面上の点は、  

( ) ( )00 iiiRRR zzvzzv −+−  

( ) ( ) 000 =−+−+ ijijijjjj zzvzzv  

を満たす。  

( )00000 ,,, ijjiR zzzzZ が原点であれば、  

0=+++ ijijjjiiRR zvzvzvzv  

を満たす。  

 

 

球の方程式 

原点 ( )0,0,0,0 、距離（絶対値）が rとなる

点 ijzjzizzZ ijjiR +++= の方程式は、  

 
22222

ijjiR zzzzr +++= となる。  

 

 

円の方程式 

原点 ( )0,0,0,0 、距離（絶対値）が rとな

る円の方程式は、４次元球  

22222
ijjiR zzzzr +++= と、原点 ( )0,0,0,0

を通りベクトル ( )ijjiR vvvvV ,,, に垂直な

平面 0=+++ ijijjjiiRR zvzvzvzv の、連立

方程式になる。  
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複素数の極座標表示 No.2  

 

0Z  ならば、積１①が成り立ち、  

2 2 2 2 2 2

j j ij iji i

i i j j ij ij

j iji
Z Z

    

     

+ ++
=

+ + +
 

とおける。  

 

定理（極座標）  

0Z  ならば、  

( )( )cos sin cos sini i j jZ Z i j   = + +  

( )cos sinij ijij  +  

0 2 , ,
2 2 4 4

i j ij

   
     −   −    

を満たす , ,i j ij   が存在する。そして、  

( )cos sini ji j
ij ijZ Z e ij

 
 

+
= +  

2 cos
4

i ji j
ijZ e ij

  


+  
= − 

 
 

と表記できる。  

 

（証明）  

( )( )cos sin cos sini i j jZ Z i j   = + +  

( )cos sinij ijij  +  

( )cos sini ji j
ij ijZ e ij

 
 

+
= +  

と表記できることは明らか。  

さらに、 ,i j  の定義領域が  

0 2i   ,
2 2

j

 
−   となることも明

らか。  

0ij  なので、cos 0ij  となり、 ij の定

義領域は
2 2

ij

 
−   となる。  

さらに、
2 2

ij ij  より
2 2cos sinij ij   

したがって、 ij の定義領域は  

4 4
ij

 
−   となる。  

cos sinij ijij +  

2 cos cos sin sin
4 4

ij ijij
 

 
 

= + 
 

 

2 cos cos
4

ijij



  

=  
 

  

sin sin
4

ijij



 

+   
  

 

2 cos
4

ij ij



 

= − 
 

 

       （証明完）  

 

定理  

（ dcba ,,, から、 , ,i j ij   を求める）  

dijcjbiaZ +++=  

( )( )( )ijji ijijjjii  +++=  

において、  

2 2 2 2 21
cos

2
i Z a b c d

Z
 =  + − + −  

Z ５①  

2 2 2 2 21
sin

2
i Z a b c d

Z
 =  − + − +  

Z ５②  

2 2 2 2 21
cos

2
j Z a b c d

Z
 = + + − −  

Z ５③  

2 2 2 2 21
sin

2
j Z a b c d

Z
 =  − − + +  

Z ５④  

22 2 2 21
cos

2
ij a b c d Z

Z
 = + + + +  

Z ５⑤  

22 2 2 21
sin

2
ij a b c d Z

Z
 =  + + + −  

Z ５⑥  

 

（証明）  

( )( )( )ijjiZ ijijjjii  +++=  

において、  

( )( )( )ijji ijijjjii  +++  

2222
jj

jj

ii

ii
ji









+

+

+

+
=  





++ ijjjii  2222

 





+++ ijijjjii  2222

 

と変換する。  
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i
i

ii

ii

ii
33

22





+=

+

+
 

j
j

jj

jj

jj
33

22





+=

+

+
 

3
2222

ijijjjii  =++  

3
2222

ijijjjii  =++  

とおくと、  

( )( )( )ijjiZ ijijjjii 333333  +++=  

となる。明らかに、  

1,1
2

3
2

3
2

3
2

3 =+=+ jjii   

を満たす。積１①を使う。  

( )( )( )2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3 ijijjjii  +++  

2222 dcba +++=  

( ) ( ) ( )22
3

2
3

22
3

2
3

22
3

2
3 ijijjjii  −++  

( ) ( )( )( ) ( )( )2222
cbdacbda −++++−=  

4
Z=  

より、  

22222
3

2
3 dcbaijij +++=+   

2
3

2
3 ijij   なので、  

22 2

3 3ij ij Z − =  

( )22 2 2 2 2

3

1

2
ij a b c d Z = + + + +  

( )22 2 2 2 2

3

1

2
ij a b c d Z = + + + −  

( )22 2 2 2 2

2

1
cos

2
ij a b c d Z

Z
 = + + + +

( )22 2 2 2 2

2

1
sin

2
ij a b c d Z

Z
 = + + + −  

が成り立つ。  

 

( )( )( )ijji ijijjjii  +++  

2222
ijij

ijij

ii

ii
iji









−

+

+

+
=  





−+ jijijii  2222

 





−++ jjijijii  2222

 

と変換する。先ほどと同様に変数変換し、 

( )( )( )ijjiZ ijijjjii 222222  +++=  

とおく。明らかに、  

1,1
2

2
2

2
2

2
2

2 =−=+ ijijii   

を満たす。積１②を使う。  

( )( )( )2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2 ijijjjii  −−+  

2222 dcba −−+=  

より、  

22222
2

2
2 dcbajj −−+=−  

22 2

2 2j j Z + =  

( )22 2 2 2 2

2

1

2
j Z a b c d = + + − −  

( )22 2 2 2 2

2

1

2
j Z a b c d = − − + +  

( )22 2 2 2 2

2

1
cos

2
j Z a b c d

Z
 = + + − −  

( )22 2 2 2 2

2

1
sin

2
j Z a b c d

Z
 = − − + +  

が成り立つ。  

 

( )( )( )ijji ijijjjii  +++  

2222
ijij

ijij

jj

jj ijj









−

+

+

+
=  





−+ iijijjj  2222

 





−++ iiijijjj  2222

 

と変換する。  

( )( )( )ijjiZ ijijjjii 111111  +++=  

とおく。明らかに、  

1,1
2

1
2

1
2

1
2

1 =−=+ ijijjj   

を満たす。積１③を使う。  

( )( )( )2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 ijijjjii  −+−  

2222 dcba −+−=  

より、  

22222
1

2
1 dcbaii −−+=−   
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22 2

1 1i i Z + =  

( )22 2 2 2 2

1

1

2
i Z a b c d = + − + −  

( )22 2 2 2 2

1

1

2
i Z a b c d = − + − +  

( )22 2 2 2 2

2

1
cos

2
i Z a b c d

Z
 = + − + −  

( )22 2 2 2 2

2

1
sin

2
i Z a b c d

Z
 = − + − +  

が成り立つ。  

２乗を取ると、右辺には が出てくる。

たとえば、  

2 2 2 2 21
cos

2
i Z a b c d

Z
 =  + − + −  

となる。  

また、
2 20, 0,j ij ij ij      という条

件も考慮に入れると、  

2 2 2 2 21
cos

2
i Z a b c d

Z
 =  + − + −  

2 2 2 2 21
sin

2
i Z a b c d

Z
 =  − + − +  

2 2 2 2 21
cos

2
j Z a b c d

Z
 = + + − −  

2 2 2 2 21
sin

2
j Z a b c d

Z
 =  − − + +  

22 2 2 21
cos

2
ij a b c d Z

Z
 = + + + +  

22 2 2 21
sin

2
ij a b c d Z

Z
 =  + + + −  

となる。  

         （証明完）  

 

 


