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 1−=ie の可視化  

 

複素平面上で、原点を中心とする単位

円を考える。  

( )=f ｛偏角が となる単位円上の点の

座標｝  

と定義する。  

 
( )  sincos if +=  

という式となる。微分すると、  

( )  cossin if +−=  

( ) sincos ii +=  

( )fi=  

という性質を持っている。ところで、aを

実数として、 axe を微分すると、   

( ) axax aee =


となる。aを複素数に拡張し、

( )  ief =  と表記することにする。 
ie  は、あくまでも関数表記であって、記

号のようなものと解釈できる。 2.7e = 

という定数ではないと思う。また、単位

円上の円周曲線は、実数の指数関数とは

似てはいないが、同じ性質があるようで

ある。 

そして、  = とおくと 1−=ie  を満

たす。「 1−=ie とは、複素平面上の原点

を中心とする単位円で、偏角が  となる
点の座標は－１である」と解釈できる。  

 ところで、複素数 iをかけることによ

り、「 111 →−→−→→ ii 」と変化する。

この変化は、「偏角
2


を加える」という

行為と一致するため、「回転群」と解釈も

できる。  

 

 

２つの複素数による複素空間

の考察  

 

基本方針  
「ハミルトンの４元数」は、「四則演算

は成り立つが、交換法則・結合法則・配

分法則すべてが成り立つことはない」と

いう性質がある。 kij = を回転群で考え

ると、iによる回転群（縦回転）と jによ

る回転群（横回転）の合成が、 k による

回転群と解釈できる。k による回転群は、
縦回転と横回転の合成なので、単純な回

転群ではないようである。  

複素平面の性質を基本に、複素空間を

定義する。複素平面上での極座標表示が

下記のように関数表示できることを、複

素空間にも適用できるように考える。  

 

仮に、 ( )  ireirz =+= sincos を  

 jireZ += に拡張したとすると、  ,,r

という３変数なので３次空間の関数に見

えるが、  

( )( ) sincossincos jirZ ++=  

(  cossincoscos ir +=  

) sinsinsincos ijj ++  

と展開すると４次元の関数になる。なお

ijとするか k とするかは後で検討する。  

 jireZ += で計算できるなら、計算後３

次元に射影することにより使いやすいこ

とがあるかもしれない。そのためには、

４次元の複素空間の性質を調べなくては

ならない。数の基本性質をすべて満たす

体系を作り、微積分・級数展開・留数定

理・・などができるように考える。そし

て、物理・工学で応用できるようになる

ことを目標とする。  

複素数の次元を ,,kj と単純に増やす

のではなく、意味を持たせて増やしたい。
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i回転群と j回転群の合成は、新たな回転

群になるのではなく、群の合成はあくま

でも合成であるということにする。  

 

ハミルトンは複素数の次元を増やし、

その集合での演算を定義し、４元数間の

関数を考えた。  

 

複素数の次元を増やすよりも、そもそ

も複素平面の数を増やすことから考える

べきである。つまり、２つの複素平面か

ら、２つの複素平面への関数があり、そ

の関数が複素数の次元を増やすような表

現になればいいのである。そして、写像

の表現方法を定義すればよい。  

関数の表現方法も再定義する。  

 

 

２つの複素平面を扱うといのは、２次

元の多変数関数論と同じようなものであ

る。しかし、多変数関数論では、２つの

変数で同じ複素数 iを使って計算してい

る。ここでは、２つの回転群による演算

を考慮に入れる。複素平面上の２点

jZiZ jjjiii  +=+= ,  

( )Rjjii  ,,,  

とおいて、２点の演算たとえば jiZZ や  

2+++ jiji ZZZZ における複素数 ji, の

振る舞いを考慮に入れて、２変数関数と

いうものを議論したい。  
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複素空間の定義 
  

２変数の複素数から２変数の複素数へ

の写像を考える。  

( ) ( )jiji WWWZZZ ,,, == として、  

( )ZFW = が成り立つ。  

ji ZZ , それぞれ複素表示  

jZiZ jjjiii  +=+= ,  

( )Rjjii  ,,,  

が可能とする。  

複素数 ji, は、 122 −== ji を満たす。  

注：複素空間・複素平面およびその領域

を極太大文字 ji ZZZW ,,, 、複素空

間・複素平面上の写像・点を大文字

ji ZZZW ,,, とし、それ以外の要素間

の写像・実数値を小文字で表現する。 

 

iZ 空間上の元 iZ iii 111  += , 

iZ iii 222  += に対し四則演算を定義す

る。この定義により、演算の基本の３法

則（交換・結合・分配法則）が成り立つ。  

・ ( ) ( )iZZ iiiiii 212121  +=  

・ ( )212121 iiiiii ZZ  −=  

( )iiiii 1221  ++  

・
2

2
2

2

2121

2

1

ii

iiii

i

i

Z

Z





+

+
=  

i

ii

iiii
2

2
2

2

1221





+

+−
+  

同様な方法で、 jZ 空間上の  

元 jZ jjj 111  += , jZ jjj 222  +=  

に対して四則演算を定義する。演算の基

本の３法則も成り立つ。  

・ ( ) ( )jZZ jjjjjj 212121  +=  

・ ( )212121 jjjjjj ZZ  −=  

 ( )jjjjj 1221  ++  

・
2

2
2

2

2121

2

1

jj

jjjj

j

j

Z

Z





+

+
=   

j

jj

jjjj

2
2

2
2

1221





+

+−
+  

 

また、極座標表示  

ji
j

jj
i

ii erZerZ


== , ( )Rrr jjii  ,,,  

も可能とする。  

 

iZ 平面上の点から iZ 上の点への写像

のみを考えた場合、 iZ は体になる。同様

に jZ についても同様である。積空間

ji ZZZ = の場合、 ji ZZ , が別次元であれ

ば体になるが、 ji, を使った演算を考慮

にいれた空間 Zで考えた場合、演算の再
構築が必要である。  

( )ji ZZFW ,= により、 F が ji ZZ , の演

算になるので、 ji, を使った演算を定義

する。  

・ ( ) jiZZ jijiji  +=  

・ jZiZ jjjiii  +=+= ,  

 ( )R  

・ jjZiiZ jjjiii  +−=+−= ,  

ijiiZijjjZ jjjiii  +=+= ,  

・ ( )( )jiZZ jjiiji  ++=  

ijji jijiijji  +++=  

 

仮に ( )RdcbadijcjbiaZZ ji +++= ,,,  

と表現すると、 bcad = を満たす。  

0=d  と仮定すると、 0=b または 0=c

を満たさなければならない、 0=c とする

と、 biaZZ ji += 、 0=b とすると、  

cjaZZ ji += となる。次に 0=a の場合を

考え、まとめると、  

( )

( )













+=→==

+=→==

+=→==

+=→==

biaZZcd

cjaZZbd

djbiZZca

jdicZZba

ji

ji

ji

ji

0,0

0,0

0,0

0,0

 

となる。 ji ZZ , のどちらかが、1 または

複素数項１となる。  

0,0,0,0 = dcba はありえない。同

様に、 0=b のみ、 0=c のみ、 0=d のみ

はありえない。  

 

（ ji, の演算）  
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ijji ZZZZ = より、 jiij = を満たす。  

( ) 1222
== jiij  

歴史的に 12 −=x の解を虚数で ix = と

した。 12 =x の解を 1=x 、及び虚数の

組合せで ijx = も解としても問題はな

いと思う。  

 

（加法・減法・乗法）  

1 1 1 1 1Z a b i c j d ij= + + +  

2 2 2 2 2Z a b i c j d ij= + + +  

として、  

( ) ( )ibbaaZZ 212121 +=  

( ) ( )ijddjcc 2121 ++  

( )2121212121 ddccbbaaZZ +−−=  

( )icddcabba 21212121 −−++  

( ) jbdacdbca 21212121 −+−+  

( )ijadbccbda 21212121 ++++  

したがって、加法・減法・乗法で閉じて

いる。  

 

（乗法の特別な性質）  

jiZjiZ −=+= 21 , の場合、  

01122
21 =+−=−= jiZZ  

となる。つまり、 0,0 21  ZZ だが、

021 =ZZ となる場合がある。  

一般に 021 =ZZ となる条件を決定しな

ければならない。  

 

定理（乗法の特別な性質）  

ijdjcibaZ 11111 +++=  

ijdjcibaZ 22222 +++=  

において、  

条件１、 1 1 1 1,a d b c= − =  

条件２、 1 1 1 1,a d b c= = −  

条件３、 2 2 2 2,a d b c= − =  

条件４、 2 2 2 2,a d b c= = −  

のうち、いずれかの条件を満たせば、  

021 =ZZ となる。  

（証明）  













=+++

=−+−

=−−+

=+−−

0

0

0

0

21212121

21212121

21212121

21212121

adbccbda

bdacdbca

cddcabba

ddccbbaa

 

を 1111 ,,, dcba の連立方程式と考える。  

2222

2222

2222

2222

222

222

222

222

1

0

0

0

0

abcd

badc

cdab

dcba

abc

bad

cda

dcb

a

−−

−−

−−

−−

−−

−−

=  

となる。分母 0 ならば  

分子＝ 0

0

0

0

0

222

222

222

222

=
−−

−−

−−

abc

bad

cda

dcb

 

なので、 01111 ==== dcba となり最初の

仮定に矛盾する。したがって、分母 0= と

ならなければならない。  

分母

2222

2222

2222

2222

abcd

badc

cdab

dcba

−−

−−

−−

=  

 

第１列に第４列を加える  

22222

22222

22222

22222

abcda

badcb

cdacb

dcbda

+

−−+−

−−−

−−+

=  

 

第３行に第２行を加える  

第４行から第１行を引く  

222222

222222

22222

22222

0

0

dacbcb

cbdada

cdacb

dcbda

−++

−−−−

−−−

−−+

=

 

第２列から第３列を引く  
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2222

2222

222222

222222

00

00

dacb

cbda

cddacb

dccbda

−+

−−−

−−+−

−+−+

=

 
2222

2222

dacb

cbda

+−

+−+
=  

2222

2222

dacb

cbda

−+

−−−
  

( ) ( ) 2
22

2
22 cbda −++=  

( ) ( ) 2
22

2
22 cbda ++−  

しががって、 2222 , cbda =−= または  

2222 , cbda −== とならなければならな

い。  

逆に 2 2 2 2, , ,a b c d の連立方程式と考える

と、 1 1 1 1,a d b c= − = または 1 1 1 1,a d b c= = −

とならなければならない。  

したがって、  

1 1 1 1,a d b c= − = または 1 1 1 1,a d b c= = − また

は 2 2 2 2,a d b c= − = または 2 2 2 2,a d b c= = −

のとき 021 =ZZ となる。  

      （証明完）  

 

定理（乗法の特別な性質２）  

ijdjcibaZ 11111 +++= において  

1111 , cbda =−= ならば、任意の素数 2Z を

掛けても、実数項 ij−= 項、 i項 j= 項と

いう性質は保存される。同様に実数項

ij= 項、 i項 j−= 項の場合も保存される。 

（証明）  

0,, 21111 =−= Zcbda の場合、  

( )2121212121 ddccbbaaZZ +−−=  

( )icddcabba 21212121 −−++  

( ) jbdacdbca 21212121 −+−+  

( )ijadbccbda 21212121 ++++  

( )21212121 dacbbbaa −−−=  

( )icadbabba 21212121 +−++  

( ) jbaabdbca 21212121 ++−+  

( )ijaabbcbda 21212121 −+++  

21ZZ の実数項 ij−= 項、 i項 j= 項、とな

る。  

したがって、条件 1111 , cbda =−= を満

たす素数 1Z に対し、任意の素数 2Z によ

り ijdjcibaZZ 1212121221 +++= と掛け

ても、 12121212 , cbda =−= を満たす。  

同様に 0,, 21111 −== Zcbda の場合、

21ZZ の実数項 ij= 項、 i項 j−= 項、とな

る。  

        （証明完）  

 

（除法）  

ijdjciba

ijdjciba

Z

Z

1111

2222

1

2

+++

+++
=  

 

（乗法の特別な性質）  

jZiZ ji +−=+−= 1,1 の場合、  

ijZZZZ jiji +−=++ 1  

ij+−1 の乗法の逆元を計算すると、  

( )( ) 0

1

11

1

1

1 ij

ijij

ij

ij

+
=

++−

+
=

+−
 

となり、矛盾する。  

一般的に除法が成り立たない条件を決定

しなければならない。  

 

定理（除法の特別な性質）  

ijdjciba

ijdjciba

Z

Z

1111

2222

1

2

+++

+++
=  

とおいたとき、 1111 , cbda −== または

1111 , cbda =−= ならば、除法は成り立た

ない。  

（証明）  

ijdjciba

ijdjciba

Z

Z

1111

2222

1

2

+++

+++
=  

( ) ( )ijdbjca

ijdjciba

1111

2222

+++

+++
=  

( ) ( )
( ) ( )ijdbjca

ijdbjca

1111

1111

+−+

+−+
  

( )ijdjciba 2222 +++=  

( ) ( ) ijdbjca 1111 +−+

( ) ( )211
2

11

1

jdbjca +++
  

以降、分母から複素数 jを除く演算をし、

分母＝０となる式を作る。  

分母 ( ) ( )211
2

11 jdbjca +++=  

( )2
1

2
1

2
1

2
1 dcba −−+=  
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( ) jdbca 1111 22 ++  

より、  

( ) ( ) jdbcadcba 1111
2

1
2

1
2

1
2

1 22 ++−−+  

( ) ( ) jdbcadcba 1111
2

1
2

1
2

1
2

1 22 +−−−+  

 ( ) ( )21111

22
1

2
1

2
1

2
1 4 dbcadcba ++−−+=  

4
1

4
1

4
1

4
1 dcba +++=  

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 222 dacaba −−+  

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 222 dcdbcb +−−  

2
1

2
11111

2
1

2
1 484 dbdcbaca +++  

4
1

4
1

4
1

4
1 dcba +++=  

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 222 dacaba −++

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 222 dcdbcb ++−

11118 dcba+  

( ) ( )21111

22
1

2
1

2
1

2
1 4 cbdadcba −−+++=  

( )1111
2

1
2

1
2

1
2

1 22 cbdadcba +−+++=  

( )1111
2

1
2

1
2

1
2

1 22 cbdadcba −++++  

( ) ( )( )2
11

2
11 cbda ++−=  

( ) ( )( )2
11

2
11 cbda −++  

したがって、  

1111 , cbda −== または 1111 , cbda =−= な

らば、除法は成り立たない。  

     （証明完）  

 

（その他）  

・ ijdjcibaZ +++= において bcad = を

満たし、かつ cbda −== , となる条件

を満たす場合、  

  22 ba −= となり、 0==== dcba つ

まり 0=Z となる。  

・実数項や i項、 j項、 ij項のみを表記す

る方法として、  

   ZbZa iIm,Re ==  

   ZdZc ijj Im,Im ==  

とする  

・座標を表す方法として、 ( )dcbaZ ,,,=  

とする。  
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複素数の四則演算の再定義、及

び演算の基本の３法則  

 

ijdjcibaZ 11111 +++= 、  

ijdjcibaZ 22222 +++= 、  

ijdjcibaZ 33333 +++= とする。  

（加法）  

( ) ( )ibbaaZZ 212121 +++=+  

( ) ( )ijddjcc 2121 ++++  

（減法）  

( ) ( )ibbaaZZ 212121 −+−=−  

( ) ( )ijddjcc 2121 −+−+  

（乗法）  

( )2121212121 ddccbbaaZZ +−−=  

( )icddcabba 21212121 −−++  

( ) jbdacdbca 21212121 −+−+  

( )ijadbccbda 21212121 ++++  

（除法）  

ijdjciba

ijdjciba

Z

Z

1111

2222

1

2

+++

+++
=  

 

（交換法則）  

12211221 , ZZZZZZZZ =+=+  

なぜなら、  

( ) ( )ibbaaZZ 212121 +++=+  

( ) ( )ijddjcc 2121 ++++  

( ) ( )ibbaa 1212 +++=  

( ) ( )ijddjcc 1212 ++++  

12 ZZ +=  

( )2121212121 ddccbbaaZZ +−−=  

( )icddcabba 21212121 −−++  

( ) jbdacdbca 21212121 −+−+  

( )ijadbccbda 21212121 ++++  

( )12121212 ddccbbaa +−−=  

( )icddcabba 12121212 −−++  

( ) jbdacdbca 12121212 −+−+  

( )ijadbccbda 12121212 ++++  

12ZZ=  

 

（結合法則）  

( ) ( )321321 ZZZZZZ ++=++

( ) ( )321321 ZZZZZZ =  

なぜなら、  

( ) 321 ZZZ ++  

( )( ) ( )( )ibbbaaa 321321 +++++=  

( )( ) ( )( )ijdddjccc 321321 ++++++  

( )( ) ( )( )ibbbaaa 321321 +++++=  

( )( ) ( )( )ijdddjccc 321321 ++++++  

( )321 ZZZ ++=  

 

( )2121212121 ddccbbaaZZ +−−=  

( )icddcabba 21212121 −−++  

( ) jbdacdbca 21212121 −+−+  

( )ijadbccbda 21212121 ++++  

( )3232323232 ddccbbaaZZ +−−=  

( )icddcabba 32323232 −−++  

( ) jbdacdbca 32323232 −+−+  

( )ijadbccbda 32323232 ++++  

( ) 321 ZZZ の実数項  

( ) 321212121 addccbbaa +−−=  

( ) 321212121 bcddcabba −−+−  

( ) 321212121 cbdacdbca −+−−  

( ) 321212121 dadbccbda ++++  

( )323232321 ddccbbaaa +−−=  

( )323232321 cddcabbab −−+−  

( )323232321 bdacdbcac −+−−  

( )323232321 adbccbdad ++++  

( )321 ZZZ= の実数項  

( ) 321 ZZZ の i項  

( ) 321212121 bddccbbaa +−−=  

( ) 321212121 acddcabba −−++  

( ) 321212121 dbdacdbca −+−−  

( ) 321212121 cadbccbda +++−  

( )323232321 cddcabbaa −−+=  

( )323232321 ddccbbaab +−−+  

( )323232321 adbccbdac +++−

( )323232321 bdacdbcad −+−−  

( )321 ZZZ= の i項  

( ) 321 ZZZ の j項  

( ) 321212121 cddccbbaa +−−=  

( ) 321212121 dcddcabba −−+−  
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( ) 321212121 abdacdbca −+−+

( ) 321212121 badbccbda +++−  

( )323232321 bdacdbcaa −+−=  

( )323232321 adbccbdab +++−  

( )323232321 ddccbbaac +−−+  

( )323232321 cddcabbad −−+−  

( )321 ZZZ= の j項  

( ) 321 ZZZ の ij項  

( ) 321212121 dddccbbaa +−−=  

( ) 321212121 ccddcabba −−++  

( ) 321212121 bbdacdbca −+−+  

( ) 321212121 aadbccbda ++++  

( )323232321 adbccbdaa +++=  

( )323232321 bdacdbcab −+−+  

( )323232321 cddcabbac −−++  

( )323232321 ddccbbaad +−−+  

( )321 ZZZ= の ij項  

( ) ( )321321 ZZZZZZ =  

 

（配分法則）  

 ( ) 3231321 ZZZZZZZ +=+  

なぜなら、  

( ) 321 ZZZ +  

( ) ( )( 321321 bbbaaa +−+=  

( ) ( ) )321321 dddccc +++−  

( ) ( )( 321321 abbbaa ++++  

( ) ( ) )icdddcc 321321 +−+−  

( ) ( )( 321321 dbbcaa +−++  

( ) ( ) ) jbddacc 321321 +−++  

( ) ( )( 321321 cbbdaa ++++  

( ) ( ) )ijaddbcc 321321 ++++  

( )31313131 ddccbbaa +−−=  

( )icddcabba 31313131 −−++  

( ) jbdacdbca 31313131 −+−+  

( )ijadbccbda 31313131 ++++  

( )32323232 ddccbbaa +−−+  

( )icddcabba 32323232 −−++  

( ) jbdacdbca 32323232 −+−+  

( )ijadbccbda 32323232 ++++  

3231 ZZZZ +=  
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複素数の零元（零因子）  
 

cbda =−= , または cbda −== , を満た

す数 Z は、０のような性質がある。  

Rts , として、  

cbda =−= , ならば ( ) ( )1Z ij s i j t= − + + 、

cbda −== , ならば ( ) ( )1Z ij s i j t= + + − 、

と Z は複素空間では平面上に存在する。 

 

( ) dcbaZZZ ,,,: ==０  

    cbdacbda −===−= ,,, または  

( )0,0,0,0=０  

( ) ,,,,,,:1 cbdadcbaZZZ =−===０  

 の場合を除くただし 0== ba  

( ) ,,,,,,:2 cbdadcbaZZZ −====０  

の場合を除くただし 0== ba  

と定義する。明らかに  

21 ZZZ ００００ =  

 

cbda =−= , または cbda −== , を満たす

数 Z が関係する場合の演算の性質を整

理する。  

① 
1 1 2 2 1 2, 0Z ZZ Z Z Z   =０ ０  

② 121211 0, ZZ ZZZZ ００  
 

221122 0, ZZ ZZZZ ００  
 

③  ZZ ０ Z による割算は成り立た

ない。  

 

Z が Z０ の元ならば、 Z を「零元（零因

子）」と呼ぶことにする。本来の「零元」

は、 0, 2121 =  ZZZZ Z０ とならなけ

らばならないが、便宜的に「零元」とす

る。  

, ,a b cのみでグラフ化すると、  

 

 
となる。  
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, ,i j ijの積による表現  

 

Z a= の場合、  
2 3, ,iZ ai i Z a i Z ai= = − = −  

Z cj= の場合、  

2 3, ,iZ cij i Z cj i Z cij= = − = −  

図にすると、  

 

 
となり、 R iz z 平面において点 aが、 j ijz z 平

面において点 cj が反時計回りに回って

いる。つまり、4 次元空間全体が同じ方

向に回っている。これを i回転と呼ぶこ

とにする。  

 

Z a= の場合、  
2 3, ,jZ aj j Z a j Z aj= = − = −  

Z bi= の場合、  
2 3, ,jZ bij j Z bi j Z bij= = − = −  

 

 
となり、

R jz z 平面において点 aが、
i ijz z 平

面において点 bi が反時計回りに回って

いるのがわかる。つまり、4 次元空間全

体が同じ方向に回っている。これを j回

転と呼ぶことにする。  

 

Z a dij= + の場合、  

( )
2

,ijZ aij d ij Z a dij= + = +  

Z bi cj= + の場合、  

( )
2

,ijZ bj ci ij Z bi cj= − − = +  
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R ijz z 平面において、 Z a dij= + に ij を掛

けることは、i回転・ j回転させることで

ある。そしてこれが、直線
R ijz z= 基準に

線対称な点を求めることである。
i jz z 平

面においては、直線
i jz z= − が基準にな

る。  

 

Z a dij= + の場合、  

( )
2

,ijZ aij d ij Z a dij− = − − − = +  

Z bi cj= + の場合、  

( )
2

,ijZ bj ci ij Z bi cj− = + − = +  

 

 
 

R ijz z 平面において、Z a dij= + に ij− を掛

けることは、 i− 回転・ j回転（ i回転・ j−

回転でもよい）させることである。そし

てこれが、そしてこれが、直線 R ijz z= − 基

準に線対称な点を求めることである。

i jz z 平面においては、直線
i jz z= が基準

になる。  

 

,a d b c= = − ならば、Z ijZ= となるので、

0Z = と同じ扱いになり
2ZZ０  

,a d b c= − = な ら ば 、 Z ijZ= − と な り

1ZZ０  
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３次元空間での積  

 

定理  

３次元空間上の点、 ( )1 1 1, ,a b c , ( )2 2 2, ,a b c  

において、  

1 1 1 1 1, 0a d bc a=  ,
2 2 2 2 2, 0a d b c a=   

という条件を加えて、  

ijdjcibaZ 11111 +++=  

ijdjcibaZ 22222 +++=  

という４次元の複素空間上の点とする。  

Z a bi cj dij= + + + ,
1 2Z Z Z=  

とする。  

1 1 1iZ a b i= + ,
2 2 2iZ a b i= + , 

1 1 1jZ a c j= + ,
2 2 2jZ a c j= +  

とすると、  

 
 

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1

1

1

1

a a a b b a a c c
a a

b a a c c a b b a
a a

c a a b b a c c a
a a

d a b b a a c c a
a a


= − −




= − +


 = − +


 = + +


 

 

 

 

 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1
Re Re

1
Re Im

1
Re Im

1
Im Im

i i j j

j j i i i

i i j j j

i i i j j j

a Z Z Z Z
a a

b Z Z Z Z
a a

c Z Z Z Z
a a

d Z Z Z Z
a a


 =  




 =  


  =  

  =  

 

 

（証明）  

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

a a a b b c c d d

b a b b a c d d c

c a c b d c a d b

d a d b c c b d a

= − − +


= + − −


= − + −
 = + + +

 

1 1 2 2
1 2 1 2 1 2

1 2

2 2 1 1
1 2 1 2 1 2

2 1

2 2 1 1
1 2 1 1 2 2

2 1

2 2 1 1
1 1 2 1 2 2

2 1

b c b c
a a a b b c c

a a

b c b c
b a b b a c c

a a

b c b c
c a c b c a b

a a

b c b c
d a b c c b a

a a


= − − +




= + − −


 = − + −


 = + + +


 

( )

( )

( )

( )

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

2 2

1 2 2 1 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

2 2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1 2 2

1 2

2 2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

1 2

1

1

1

1

a a a a a b b a a c c b c b c
a a

b a a b a b a a c b c b c a c
a a

c a a c a b b c a c a b c a b
a a

d a b c a b a c a c a b b c a
a a


= − − +




= + − −


 = − + −


 = + + +


( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1

1

1

1

a a a b b a a c c
a a

b a a c c a b b a
a a

c a a b b a c c a
a a

d a b b a a c c a
a a


= − −




= − +


 = − +


 = + +


 

 

1 1 1iZ a b i= +  
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2 2 2iZ a b i= +  

とおくと、  

( )( )1 2 1 1 2 2i iZ Z a b i a b i= + +  

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2a a bb a b b a i= − + +  

1 1 1jZ a c j= +  

2 2 2jZ a c j= +  

とおくと、  

( )( )1 2 1 1 2 2j jZ Z a c j a c j= + +  

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2a a c c a c c a j= − + +  

したがって、  

 

 

 

 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1
Re Re

1
Re Im

1
Re Im

1
Im Im

i i j j

j j i i i

i i j j j

i i i j j j

a Z Z Z Z
a a

b Z Z Z Z
a a

c Z Z Z Z
a a

d Z Z Z Z
a a


 =  




 =  


  =  

  =  

 

        （証明完）  

 

 

 

 

 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1
Re Re

1
Re Im

1
Re Im

1
Im Im

i i j j

j j i i i

i i j j j

i i i j j j

a Z Z Z Z
a a

b Z Z Z Z
a a

c Z Z Z Z
a a

d Z Z Z Z
a a


 =  




 =  


  =  

  =  

 

の意味について考察する。  

 aとは、 iZ 平面上の２点  

1 1 1iZ a b i= + ,
2 2 2iZ a b i= + の積の実数部

 1 2Re i iZ Z と、 jZ 平面上の２点  

1 1 1jZ a c j= + , 2 2 2jZ a c j= + の積の実数部

1 2Re j jZ Z  の積である。  

同様に、 , ,b c d についても、積の積で

表現できることになる。  
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複素数を積で表示する  
 

定理  

0Z  ならば , , , , ,i i j j ij ij      を実数、

さらに 0, 0,j ij ij ij      として、  

Z a bi cj dij= + + +  

( )( )( )ijji ijijjjii  +++=  

と ijji ,, の積で表示できる。  

さらに、関係式  

2222 dcba +++  

( )( )2222
jjii  ++=  

( )2 2

ij ij  + 積１①  

2222 dcba −−+  

( )( )2222
jjii  −+=  

( )2 2

ij ij  − 積１②  

2222 dcba −+−  

( )( )2222
jjii  +−=  

( )2 2

ij ij  − 積１③  

を満たす。  

 

（証明）  

Z a bi cj dij= + + +  

( )( )( )ijji ijijjjii  +++=  

において 0j  の場合、  

( )( )( )i i j j ij iji j ij     + + +  

( )( )( )i i j j ij iji j ij     = − − − − +  

と変換できるので、 0j  という条件を

入れても、一般性は失われない。同様に、

0ij  という条件を入れても、一般性は

失われない。  

ij ij  の場合、  

( )( )( )i i j j ij iji j ij     + + +  

( ) ( )( )( )
2

i i j j ij ijij i j ij     = + + +  

( )( )( )i i j j ij iji j ij     = − + − + +  

と変換できるので、 ij ij  という条件

を入れても、一般性は失われない。  

,j j ij ij     の場合、  

( )( )( )i i j j ij iji j ij     + + +  

( )( )( )2

i i j j ij ijj i j ij     = − + + +  

( )( )( )i i j j ij ijj ij j ij     = − + − + +  

( )i ij i ij i ij i ijj i ij      = − − + +  

( )j j j  − +  

( )( )( )i i j j ij iji j ij     = − − − + +  

と変換できる。この式で、 j項を変換す

ると ij 項も変換されてしまい、  

,j j ij ij     の条件から  

,j j ij ij     という条件への変換

には矛盾がある。  

つまり、 ij ij  という条件を入れるな

らば、 j と j との間に条件を入れる

ことはできない。  

 

( )( )( )ijji ijijjjii  +++  

( )ijjiijji  +=  

( )iijjiijji  −+

( )jijjiijji  −+

( )ijijjiijji  ++  

i j ij i j ij

i j ij i j ij

i j ij i j ij

i j ij i j ij

a

b

c

d

    

    

    

     

= + 


= − 


= − 
 = + 

積２①

積２②

積２③

積２④

 

を満たす。まず、  

dijcjbia +++  

( )( )( )ijji ijijjjii  +++=  

において、 0a bi cj dij+ + +  なので、  

0i j ij i j ij     = = = = = =  

というすべてが０とはならない。つまり  

2 2 0i i +  ,
2 2 0j j +  , 

2 2 0ij ij +  は明らかである。  

 

Ⅰ 2 2 0a b+  ,
2 2 0a c+  , 

2 2 0b d+  ,
2 2 0c d+  , 

2 2 0a d−  ,
2 2 0b c−  , 

2 2 0ij ij −  の場合  
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i i  + 積２① 積２②  

ijjiiijjiia  +=
2

 

＋ ijjiiijjiib  −=
2

 

( )2 2

i i i i j ija b     + = + 積３①  

 

i i  − 積２① 積２②  

ijjiijjiiia  2
+=  

－ ijjiijjiiib  2
−=  

( )2 2

i i i i j ija b     − = + 積３②  

 

j j  + 積２① 積２③  

ijjjiijjija  +=
2

 

＋ ijjjiijjijc  −=
2

 

( )2 2

j j j j i ija c     + = + 積３③  

 

j j  − 積２① 積２③  

ijjiijjjija  2
+=  

－ ijjiijjjijc  2
−=  

( )2 2

j j j j i ija c     − = + 積３④  

 

ij ij  − 積２① 積２④  

ijijjiijjiija  +=
2

 

－ ijijjiijjiijd  +=
2

 

( )2 2

ij ij ij ij i ja d     − = − 積３⑤  

 

ij ij  − 積２① 積２④  

2
ijjiijijjiija  +=  

－ 
2

ijjiijijjiijd  +=  

( )2 2

ij ij ij ij i ja d     − = − 積３⑥  

 

ij ij  + 積２② 積２③  

2
ijjiijijjiijb  −=  

＋ ijijjiijjiijc  −=
2

 

( )2 2

ij ij ij ij i jb c     + = − 積３⑦  

 

ij ij  + 積２② 積２③  

  ijijjiijjiijb  −=
2

 

＋ 
2

ijjiijijjiijc  −=  

( )2 2

ij ij ij ij i jb c    + = − 積３⑧  

 

j j  − 積２④ 積２②  

  ijjjiijjijd  +=
2

 

－ ijjiijjjijb  2
−=  

( )2 2

j j j j i ijd b     − = + 積３⑨  

 

j j  + 積２④ 積２②  

  ijjiijjjijd  2
+=  

＋ ijjjiijjijb  −=
2

 

( )2 2

j j j j i ijd b    + = + 積３⑩  

 

i i  + 積２④ 積２③  

  ijjiijjiiid  2
+=  

＋ ijjiiijjiic  −=
2

 

( )2 2

i i i i j ijd c     + = + 積３⑪  

 

i i  − 積２④ 積２③  

  ijjiiijjiid  +=
2

 

－ ijjiijjiiic  2
−=  

( )2 2

i i i i j ijd c     − = + 積３⑫  

 

まとめると、  

( )2 2

i i i i j ija b     + = + 積３①  

( )2 2

i i i i j ija b     − = + 積３②  

( )2 2

j j j j i ija c     + = + 積３③  

( )2 2

j j j j i ija c     − = + 積３④  

( )2 2

ij ij ij ij i ja d     − = − 積３⑤  

( )2 2

ij ij ij ij i ja d     − = − 積３⑥  
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( )2 2

ij ij ij ij i jb c     + = − 積３⑦  

( )2 2

ij ij ij ij i jb c    + = − 積３⑧  

( )2 2

j j j j i ijd b     − = + 積３⑨  

( )2 2

j j j j i ijd b    + = + 積３⑩  

( )2 2

i i i i j ijd c     + = + 積３⑪  

( )2 2

i i i i j ijd c     − = + 積３⑫  

 

 

a b − 積３① 積３②  

( ) ijjiiii aaba  222 +=+  

－ ( ) ijjiiii bbab  222 +=−  

( ) ( )2222
iiiba  +=+  

( )j ij j ija b    − 積４①  

 

b a + 積３① 積３②  

( ) ijjiiii bbab  222 +=+  

＋ ( ) ijjiiii aaba  222 +=−  

( ) ( )2222
iiiba  +=+  

( )j ij j ijb a    + 積４②  

 

a c − 積３③ 積３④  

( ) ijijjjj aaca  222 +=+  

－ ( ) ijijjjj ccac  222 +=−  

( ) ( )2222
jjjca  +=+  

 ( )i ij i ija c    − 積４③  

 

3 c a + 積３③ 積３④  

( ) ijijjjj ccac  222 +=+  

＋ ( ) ijijjjj aaca  222 +=−  

( ) ( )2222
jjjca  +=+  

 ( )i ij i ijc a    + 積４④  

 

a d + 積３⑤ 積３⑥  

( ) jiijijijij aada  222 −=−  

＋ ( ) jiijijijij ddad  222 −=−  

( ) ( )2222
ijijijda  −=−  

 ( )i j i ja d    − 積４⑤  

 

d a + 積３⑤ 積３⑥  

( ) jiijijijij ddad  222 −=−  

＋ ( ) jiijijijij aada  222 −=−  

( ) ( )2222
ijijijda  −=−  

 ( )i j i jd a    − 積４⑥  

 

b c − 積３⑧ 積３⑦  

( ) jiijijijij bbcb  222 −=+  

－ ( ) jiijijijij ccbc  222 −=+  

( ) ( )2222
ijijijcb  −=−  

 ( )i j i jb c    − 積４⑦  

 

b c − 積３⑦ 積３⑧  

( ) jiijijijij bbcb  222 −=+  

－ ( ) jiijijijij ccbc  222 −=+  

( ) ( )2222
ijijijcb  −=−  

 ( )i j i jb c   − 積４⑧  

 

b d + 積３⑩ 積３⑨  

( ) ijijjjj bbbd  222 +=+  

＋ ( ) ijijjjj dbdd  222 +=−  

( ) ( )2222
jjjdb  +=+  

 ( )i ij i ijb d   + 積４⑨  

 

d b − 積３⑩ 積３⑨  

( ) ijijjjj dbdd  222 +=+  

－ ( ) ijijjjj bbbd  222 +=−  

( ) ( )2222
jjjdb  +=+  

 ( )i ij i ijd b   − 積４⑩  
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c d + 積３⑪ 積３⑫  

( ) ijjiiii cccd  222 +=+  

＋ ( ) ijjiiii dcdd  222 +=−  

( ) ( )2222
iiidc  +=+  

 ( )j ij j ijc d    + 積４⑪  

 

d c − 積３⑪ 積３⑫  

( ) ijjiiii dcdd  222 +=+  

－ ( ) ijjiiii cccd  222 +=−  

( ) ( )2222
iiidc  +=+  

 ( )j ij j ijd c    − 積４⑫  

 

まとめると  

( ) ( )2222
iiiba  +=+  

( )j ij j ija b    − 積４①  

( ) ( )2222
iiiba  +=+  

( )j ij j ijb a    + 積４②  

( ) ( )2222
jjjca  +=+  

( )i ij i ija c    − 積４③  

( ) ( )2222
jjjca  +=+  

( )i ij i ijc a    + 積４④  

( ) ( )2222
ijijijda  −=−  

( )i j i ja d    − 積４⑤  

( ) ( )2222
ijijijda  −=−  

( )i j i jd a    − 積４⑥  

( ) ( )2222
ijijijcb  −=−  

( )i j i jb c    − 積４⑦  

( ) ( )2222
ijijijcb  −=−  

( )i j i jb c   − 積４⑧  

( ) ( )2222
jjjdb  +=+  

( )i ij i ijb d   + 積４⑨  

( ) ( )2222
jjjdb  +=+  

( )i ij i ijd b   − 積４⑩  

( ) ( )2222
iiidc  +=+  

( )j ij j ijc d    + 積４⑪  

( ) ( )2222
iiidc  +=+  

( )j ij j ijd c    − 積４⑫  

 

 
2 2+積４① 積４②  

( ) ( )2222222
iiiba  +=+  

 ( )2ijjijj ba  −  

＋ ( ) ( )2222222
iiiba  +=+  

  ( )2ijjijj ab  +  

( ) ( )22222
iiba  ++  

( ) ( )( 2222
ijjijjii ba  −+=  

( ) )2

j ij j ijb a   + +  

( ) ( ) ( )( 22222
ijjijjii aa  ++=  

( ) ( ) )22
ijjijj bb  ++  

( ) ( )22222
baii ++=   

( )2 2 2 2

j ij j ij    + 積５①１ 

2 2 2 20, 0i ia b  +  +  なので、  

( )( )22222222
ijjijjiiba  ++=+  

 積５①２ 

 
2 2+積４③ 積４④  

( ) ( )2222222
jjjca  +=+  

( )2ijiiji ca  −  

＋ ( ) ( )2222222
jjjca  +=+  

( )2ijiiji ac  +  

( ) ( )22222
jjca  ++  

( ) ( )( 2222
ijiijijj ca  −+=  
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( ) )2
ijiiji ac  ++  

( ) ( ) ( )( 22222
ijiijijj ca  ++=  

( ) ( ) )22
ijiiji ac  ++  

( ) ( )22222
cajj ++=   

( )2 2 2 2

i ij i ij    + 積５②１ 

0,0
2222 ++ jjca  なので、  

( )( )22222222
ijiijijjca  ++=+  

 積５②２ 

 
2 2−積４⑤ 積４⑥  

( ) ( )2222222
ijijijda  −=−  

( )2jiji da  −  

－ ( ) ( )2222222
ijijijda  −=−  

( )2jiji ad  −  

( ) ( )22222
ijijda  −−  

( ) ( )( 2222
jijiijij da  −−=  

     ( ) )2
jiji ad  −−  

( ) ( ) ( )( 22222
jijiijij da  +−=  

( ) ( ) )22
jiji ad  −−  

( ) ( )22222
daijij −−=   

( )2 2 2 2

i j i j    − 積５③１ 

0,0
2222 −− ijijda  なので、  

( )( )22222222
jijiijijda  −−=−  

 積５③２ 

 
2 2−積４⑦ 積４⑧  

( ) ( )2222222
ijijijcb  −=−   

( )2jiji cb  −  

－ ( ) ( )2222222
ijijijcb  −=−  

         ( )2jiji cb  −  

( ) ( )22222
ijijcb  −−  

( ) ( )( 2222
jijiijij cb  −−=  

( ) )2
jiji cb  −−  

( ) ( ) ( )( 22222
jijiijij cb  +−=  

( ) ( ) )22
jiji cb  −−  

( ) ( )22222
cbijij −−=   

( )2 2 2 2

i j i j    − 積５④１ 

0,0
2222 −− ijijcb  なので、  

( )( )22222222
jijiijijcb  −−=−  

  積５④２ 

 
2 2+積４⑨ 積４⑩  

( ) ( )2222222
jjjdb  +=+  

 ( )2ijiiji db  +  

＋ ( ) ( )2222222
jjjdb  +=+  

( )2ijiiji bd  −  

( ) ( )22222
jjdb  ++  

( ) ( )( 2222
ijiijijj db  ++=  

( ) )2
ijiiji bd  −+  

( ) ( ) ( )( 22222
ijiijijj db  ++=  

( ) ( ) )22
ijiiji bd  ++  

( ) ( )22222
dbjj ++=   

( )2 2 2 2

i ij i ij    + 積５⑤１ 

0,0
2222 ++ jjdb  なので、  

( )( )22222222
ijiijijjdb  ++=+  

 積５⑤２ 

 
2 2+積４⑪ 積４⑫  

( ) ( )2222222
iiidc  +=+  
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( )2ijjijj dc  +  

＋ ( ) ( )2222222
iiidc  +=+  

( )2ijjijj cd  −  

( ) ( )22222
iidc  ++  

( ) ( )( 2222
ijjijjii dc  ++=  

( ) )2
ijjijj cd  −+  

( ) ( ) ( )( 22222
ijjijjii dc  ++=  

( ) ( ) )22
ijjijj cd  ++  

( ) ( )22222
dcii ++=   

( )2 2 2 2

j ij j ij    + 積５⑥１ 

0,0
2222 ++ iidc  なので、  

( )( )22222222
ijjijjiidc  ++=+  

 積５⑥２ 

 

 

まとめると、  

( )( )22222222
ijjijjiiba  ++=+  

 積５①２ 

( )( )22222222
ijiijijjca  ++=+  

 積５②２ 

( )( )22222222
jijiijijda  −−=−  

 積５③２ 

( )( )22222222
jijiijijcb  −−=−  

 積５④２ 

( )( )22222222
ijiijijjdb  ++=+  

 積５⑤２ 

( )( )22222222
ijjijjiidc  ++=+  

 積５⑥２ 

 

 

 

+積５①２ 積５⑥２ 

( )2222
iiba  +=+  

( )2222
ijjijj  +  

＋ ( )2222
iidc  +=+  

( )2222
ijjijj  +  

2222 dcba +++  

( )( )2222
jjii  ++=  

( )2 2

ij ij  + 積１①  

 

−積５①２ 積５⑥２ 

( )2222
iiba  +=+  

( )2222
ijjijj  +  

－ ( )2222
iidc  +=+  

( )2222
ijjijj  +  

2222 dcba −−+  

( )( 222222
ijjijjii  ++=  

)2222
ijjijj  −−  

( )( )2222
jjii  −+=  

( )2 2

ij ij  − 積１②  

 

−積５③２ 積５④２ 

( )2222
ijijda  −=−  

( )2222
jiji  −  

－ ( )2222
ijijcb  −=−  

( )2222
jiji  −  

2222 dcba −+−   

( )( 222222
jijiijij  −−=  

)2222
jiji  +−  

( )( )2222
jjii  +−=  

( )2 2

ij ij  − 積１③

 

まとめると  
2 2 0a b+  ,

2 2 0a c+  ,
2 2 0b d+  , 

2 2 0c d+  ,
2 2 0a d−  ,

2 2 0b c−  , 
2 2 0ij ij −  ならば、  

2222 dcba +++  
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( )( )2222
jjii  ++=  

( )2 2

ij ij  + 積１①  

2222 dcba −−+  

( )( )2222
jjii  −+=  

( )2 2

ij ij  − 積１②  

2222 dcba −+−  

( )( )2222
jjii  +−=  

( )2 2

ij ij  − 積１③  

 

 

Ⅱ 特殊例  

 

Ⅱ１ ij ij = の場合  

積２①～④で、 cbda −== ,  

つまり、 2Zijij Z ０=   

Z a bi bj aij= + − +  

( )( )1a bi ij= + +  

1 1
, ,

0 1

ji i

i j i

a

b

 

  

== = 
  

= = = 

 

積で表示できて、積１①、積１②、積１

③を満たす。  

 

Ⅱ２ その他  

・  ij ij = − の場合  

・  
2 2 2 20, 0a b c d+ = +  の場合  

・  
2 2 2 20, 0a c b d+ = +  の場合  

・  
2 2 2 20, 0b d a c+ = +  の場合  

・  
2 2 2 20, 0c d a b+ = +  の場合  

いずれも積で表示できて、積１①、積１

②、積１③を満たす。  

 

Ⅱ３ 2 2 0a d− = , 0i = , 0i  , 0j  , 

0j = の場合  

2 2 0a d− = ならば、積２①、積２④より、  

( )
2

0 i j ij i j ij     = +  

( )
2

i j ij i j ij     − +  

( ) ( )
2 2

i j ij i j ij     = +  

( ) ( )
2 2

i j ij i j ij     − −  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

i j i j ij ij      
= − − 
 

 

2 2 0ij ij − = の場合は、すでに証明済み

なので、  

( ) ( )
2 2 2 20, 0i j i j ij ij     − = −   

となる場合を考える。  

まず、 0i j i j   = = となる場合を考え

る。  

0i i = = まらは 0j j = = の場合、

0Z = となるので矛盾する。したがって、

,i i  においてどちらか一方が０ではな

い。 ,j j  についても同様である。  

0i = , 0i  , 0j  , 0j = とする。  

積２①～④より、  

0

0

i j ij

i j ij

a

b

c

d

  

 

=


=


= −
 =

 

したがって、  

Z bi cj= −  

j
i b c

i

 
= − 

 
 

i j
i b c

i i

 
= − 

 
 

( )i b cij= +  

10
, ,

1 0

ji i

i j i

b

c

 

  

== = 
  

= = = 

 

積で表示できて、積１①、積１②、積１

③を満たす。  

 

Ⅱ４ その他  

・  
2 2 0a d− = , 0i = , 0i  , 0j = , 

0j  の場合  

・  
2 2 0a d− = , 0i  , 0i = , 0j  , 

0j = の場合  

・  
2 2 0a d− = , 0i  , 0i = , 0j = , 

0j  の場合  
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いずれも積で表示できて、積１①、積１

②、積１③を満たす。  

 

Ⅱ５ 2 2 0a d− = , 0i  , 0i  , 0j  , 

0j  の場合  

つまり、 0,i j i j i j      =  となる場

合を考える。  

i j i j   = とする。  

i j
j

i

 



=  

ところで、  

( )( )( )i i j j ij ijZ i j ij     = + + +  

( )1 1
ji

i j ij ij

i j

i j ij


   
 

  
= + + +   

  

 

1 1
ji

i j

i j


 

  
= + +   
  

 

( )i j ij i j ijij      +  

と変換できるので、新たに、  

1 1 1 1, , ,
ji

i j ij i j ij ij i j ij

i j


         

 
= = = =

とおく。  

( )( )( )1 1 1 11 1i j ij ijZ i j ij   = + + +  

j i

j i

 

 
= より、 1

1

1
j

i




=  

積２①～④より、  

1 1 1

1
1 1 1 1 1 1

1

1
1 1 1 1 1 1

1

ij i j ij ij ij

ij
i ij j ij i ij

i

ij
j ij i ij i ij

i

a d

b

c

     


     




     




 = = + = +



= − = −


 = − = −


 

( )

( )

1 1 1
1

1 1 1
1

1

1

i ij ij
i

ij i ij
i

b a

c a

  


  



= − −



 = − −


 

( )

( )

2
1 1 1

1

2 2
1 1 1 1

1

1

1

i ij ij
i

i ij ij i
i

b a

c a

  


   



= + −



 = + −


 

( )2
1

1

1i
i

a
b c 


− = −  

( )2
1 10 i ia b c a = − − −  

( ) ( )
2 2

1

4

2
i

b c b c a

a


−  − +
=  

( )
2 24 0b c a− +  なので、 1i は実数であ

る。  

( )2 1
11 2 i
i b c

a


+ = + −  

( ) 12 ia b c

a

+ −
=  

2
11 0i+  なので、 ( ) 12 0ia b c + −   

2
1 2

1

1
1 1j

i




+ = +  

( ) 1

1
1

1 ib c
a


= +

+ −

 

( ) 1

1
i

a

a b c 
= +

+ −
 

( )

( )
1

1

2 i

i

a b c

a b c





+ −
=

+ −
 

2
11 0j+  なので、 ( ) 1 0ia b c + −   

2
1 1 1 1i i ij ijb a   = + −  

( )2
1 11ij i a = + −  

( )2 2
1 1 1i ij iab a a a  = + −  

( )( ) 2
1 12ij ia b c a = + − −  

( )

2
1

1
12

i
ij

i

a ab

a b c






+
=

+ −
 

( )
( )

1

12

i

i

a a b

a b c





+
=

+ −
 

1 1ij ija = −  
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( )

2
1

12

i

i

a ab
a

a b c





+
= −

+ −
 

( )

2
1

12

i

i

a ac

a b c





−
=

+ −
 

( )
( )

1

12

i

i

a a c

a b c





−
=

+ −
 

これで、
1 1 1 1, , ,i j ij ij    が定まった。  

( ) 12
11

i
i

c b

a




−
− =  

2
1 2

1

1
1 1j

i




− = −  

( ) 1

1
1

1 ib c
a


= −

+ −

 

( ) 1

1
i

a

a b c 
= −

+ −
 

( )

( )
1

1

i

i

b c

a b c





−
=

+ −
 

2 2

1 1ij ij +  

( )

( )

( )

( )

2 2

1 1

1 12 2

i i

i i

a a b a a c

a b c a b c

 

 

   + −
= +      + − + −   

 

( ) ( )( )
( )( )

2 2 2 2 2

1 1

2

1

2 2

2

i i

i

a a a b c b c

a b c

 



+ − + +
=

+ −
 

2 2

1 1ij ij −  

( )

( )

( )

( )

2 2

1 1

1 12 2

i i

i i

a a b a a c

a b c a b c

 

 

   + −
= −      + − + −   

 

( )( )( )

( )( )

2

1 1

2

1

2

2

i i

i

a a b c b c

a b c

 



+ − +
=

+ −
 

( )

( )

2

1

12

i

i

a b c

a b c





+
=

+ −
 

( )( )( )2 2 2 2 2 2

i i j j ij ij     + + +  

( )( )( )2 2 2 2

1 1 1 11 1i j ij ij   = + + +  

( ) ( )( )
( )

2 2 2 2

1 1

1

2 2 i i

i

a a a b c b c

a b c

 



+ − + +
=

+ −
 

( )
( )

2 2 2

12

1

2
i

i

a b c
a

a b c





+
= +

+ −
 

( ) ( )( )
( )

2 2

12

1

2
i

i

b c a b c
a

a b c





+ + −
= +

+ −
 

2 2 22a b c= + +  

( )( )( )2 2 2 2

1 1 1 11 1i j ij ij   + − −  

 
( )( )

( )

2

1

1

i

i

a b c b c

a b c





− +
=

+ −
 

( ) ( )( )
( )

2 2

1

1

i

i

b c a b c

a b c





− + −
=

+ −
 

2 2b c= −  

( )( )( )2 2 2 2

1 1 1 11 1i j ij ij   − + −  

( )( )

( )

2
1

1

i

i

a c b b c

a b c





− +
=

+ −
 

( )( ) ( )( )
( )

1

1

i

i

c b b c a b c

a b c





− + + −
=

+ −
 

2 2c b= −  

したがって、 2 2 0a d− = , 0, 0,i i    

0, 0j j   , i j i j   = の場合、  

1 1 1i j = =  

( ) ( )
2 2

1

4

2
i

b c b c a

a


−  − +
=  

1
1

1
j

i




=  

( )
( )

1
1

12

i
ij

i

a a b

a b c






+
=

+ −
 

( )
( )

1
1

12

i
ij

i

a a c

a b c






−
=

+ −
 

とおけば積で表示できて、積１①、積１

②、積１③を満たす。  

i j i j   = − の場合も同様に証明できる。 

 

Ⅱ６ 2 2 0b c− = の場合  

iZ ia b ijc jd= − + −  

b ia jd ijc= − + − +  

, , ,b a a b d c c d   − = = − = =  

とおくと、 2 2 0a d − = という条件になる

ので、  

2 2 0a d− = のときの条件に帰着できる。  

iZ a b i c j d ij   = + + +  
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( )( )( )ijji ijijjjii  +++=  

と積による表示が可能なので、  

( )( )( )i i j j ij ijZ i j ij     = − + + +  

となる。  

かつ、積１①、積１②、積１③を満たす。  

 

          （証明完）  
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複素数を積で表示した場合の

特殊例  

 

ad bc= となる条件 

0,1 == ijij  、ならば、  

( )( )jidijcjbia jjii  ++=+++  













=

=

=

=

ji

ji

ji

ji

d

c

b

a









 

となるので、 bcad = を満たす。  

一般的に、 0(Constant), 0ij ij ij  = = 、

ならば、  

( )( ) 0i i j j ija bi cj dij i j    + + + = + +  

0

0

0

0

i j ij

i j ij

i j ij

i j ij

a

b

c

d

  

  

  

  

=


=


=
 =

 

となるので、 bcad = を満たす。また、  

00, (Constant)ij ij ij  = = 、ならば、  

( )( ) 0i i j j ija bi cj dij ij i j    + + + = + +

0

0

0

0

i j ij

i j ij

i j ij

i j ij

a

b

c

d

  

  

  

  

=


= −


= −
 =

 

となるので、同様に bcad = を満たす。  

 

 

ac bd= − となる条件  

0,1 == jj  、の場合もありうる。この

とき、  

( )( )ijidijcjbia ijijii  ++=+++  













=

−=

=

=

iji

iji

iji

iji

d

c

b

a









 

となるので、 bdac −= を満たす。  

一般的に 0(Constant), 0j j j  = = また

は、 00, (Constant)j j j  = = ならば、

ac bd= − を満たす。  

 

 

ab cd= − となる条件  

0,1 == ii  とすると、  

( )( )ijjdijcjbia ijijjj  ++=+++  













=

=

−=

=

ijj

ijj

ijj

ijj

d

c

b

a









 

となるので、 cdab −= を満たす。  

一般的に 0(Constant), 0i i i  = = また

は、 00, (Constant)i i i  = = ならば、  

ab cd= − を満たす。  

 

特殊な場合の続き  

ad bc= ならば、  

  : :a b c d=  

  : :a b c d= − −  

: :a b c d− = −  

: :a c b d=  

: :a c b d= − −  

: :a c b d− = −  

注：次の条件から、 −を単純に付加した
比例式を省略する。  

ac bd= − ならば、 

: :a b d c= −  

: :a d b c− =  

ab cd= − ならば、 

: :a c d b= −  

: :a d c b− =  
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複素数の絶対値  

 

定理（複素空間上の絶対値）  

dijcjbiaZ +++=  

ijdjcibaZ 11111 +++=

ijdjcibaZ 22222 +++=  

とおいたとき、複素空間上の絶対値 Z

を以下のように定義できて、  

1 2 1 2Z Z Z Z= を満たす。  

 

１ 絶対値の一般的な定義  

( ) ( )
2 2

4Z a d b c= − + +  

( ) ( )
2 2

4 a d b c + + −  

             絶１①  

222222
ijijjjii  −++=  

 絶１②  

 

２ bcad = の場合  

2 2 2 2Z a b c d= + + + 絶２①  

2 2 2 2

i i j j   = + + 絶２②  

1 1 1 1a d b c= または 2222 cbda = であれば、

つまりどちらか一方が bcad = の条件を

満たせば、絶対値の条件  

1 2 1 2Z Z Z Z= を満たす。  

 

３ bdac −= の場合  

2 2 2 2Z a b c d= + − − 絶３①  

2 2 2 2

i i ij ij   = + − 絶３②  

1111 dbca −= または 2222 dbca −= であれば、

つまりどちらか一方が bdac −= の条件

を満たせば、絶対値の条件  

1 2 1 2Z Z Z Z= を満たす。  

 

４ cdab −= の場合  

2 2 2 2Z a b c d= − + − 絶４①  

2 2 2 2

j j ij ij   = + − 絶４②  

1111 dcba −= または 2222 dcba −= であれば、

つまりどちらか一方が cdab −= の条件

を満たせば、絶対値の条件  

1 2 1 2Z Z Z Z=  を満たす。  

 

５ その他の性質１  
22 2 2 2a b c d Z+ + +  絶５①  

22 2 2 2a b c d Z+ − −  絶５②  

22 2 2 2a b c d Z− + −  絶５③  

2 2 2

2 2 2 2 2 2

ij ij

ij ij

Z

a b c d

 

 

−
= 

+ + + +
絶５④  

 

６ その他の性質２  

( )( )2 2 2 2

ij ij i i j jad bc      − = + +  

 絶６①  

( )
22 2 2 2a b c d Z+ + + −  

( )( )22222
2 jjiiij  ++=  

 絶６②  

( )
22 2 2 2a b c d Z+ + + +  

( )( )22222
2 jjiiij  ++=  

 絶６③  

( )
2 2 2 2 2Z a b c d− + − −  

( )( )22222
2 ijijiij  −+=  

 絶６④  

( )
2 2 2 2 2Z a b c d+ + − −  

( )( )22222
2 ijijiij  −+=  

 絶６⑤  

( )
2 2 2 2 2Z a b c d− − + −  

( )( )22222
2 ijijjji  −+=  

 絶６⑥  

( )
2 2 2 2 2Z a b c d+ − + −  

( )( )22222
2 ijijjji  −+=  

 絶６⑦  

７ 
2222 dcba −++ は、絶対値の要件

を満たさない。  

 

（証明）  

2222 dcbaZ +++= と定義してみる。 
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22222
dcbaZ +++=  

( )( )( )222222
ijijjjii  +++=  

ijdjcibaZ 11111 +++=  

ijdjcibaZ 22222 +++=  

として 21ZZ を考察する。  

2
21ZZ  

( )1 2 1 2 1 2 1 2a a b b c c d d= − − +  

( )1 2 1 2 1 2 1 2a b b a c d d c i+ + − −  

( )1 2 1 2 1 2 1 2a c b d c a d b j+ − + −  

( )1 2 1 2 1 2 1 2a d b c c b d a ij+ + + +  

( )221212121 ddccbbaa +−−=  

( )221212121 cddcabba −−++  

( )221212121 bdacdbca −+−+  

( )221212121 adbccbda ++++  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 ddccbbaa +++=  

221122112211 222 dadacacababa +−−  

221122112211 222 dcdcdbdbcbcb −−+  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 cddcabba ++++  

221122112211 222 cbdadbcababa −−+  

221122112211 222 dcdccadbdacb +−−  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 bdacdbca ++++  

221122112211 222 cbdacacadcba −+−  

221122112211 222 badcdbdbdacb −+−  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 adbccbda ++++  

221122112211 222 dadadbcadcba +++  

221122112211 222 badccadbcbcb +++  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 ddccbbaa +++=  

22112211 22 cbcbdada ++  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 cddcabba ++++  

22112211 22 dacbcbda −−  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 bdacdbca ++++  

22112211 22 dacbcbda −−  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 adbccbda ++++  

22112211 22 cbcbdada ++  

( )2
1

2
1

2
1

2
1 dcba +++=  

( )2
2

2
2

2
2

2
2 dcba +++  

( )( )222211114 cbdacbda −−+  

したがって、 2211 cbda = または  

2222 cbda = であれば、 2121 ZZZZ = を

満たす。  

 つまり、ユークリッド空間上の絶対値

と、複素空間上の絶対値とは違うことが

わかる。ここで、複素空間上の絶対値を

Z と表現する。  

bcad = ならば、  

( )( )jiZ jjii  ++= と表現できて、絶

対値を  

2 2 2 2Z a b c d= + + + 絶２①  

2 2 2 2

i i j j   = + + 絶２②  

と定義できる。  

 

bcad − を計算してみる。  

( )ijjiijjibcad  +=−  

( )ijjiijji  +  

( )ijjiijji  −−  

( )ijjiijji  −  

222
ijjjiiijijji  +=  

ijijjiijjjii  222
++  

ijijjiijjjii  222
+−  

222
ijjjiiijijji  −+  

ijijjiijijji  2222
+=  

 ijijjiijijji  2222
++  

( )( )2 2 2 2

ij ij i i j j     = + + 絶６①  

 

 

ijij   ならば、  

dijcjbiaZ +++=  

( )( )( )ijji ijijjjii  +++=  

なので、  

( )( )( )ijjiZ ijijjjii 1111111  +++=  

( )( )( )ijjiZ ijijjjii 2222222  +++=  

とおき、
2 2 2 2Z a b c d= + + + と定義し



 28 

てみる。  

( )
2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 1Z Z a b c d= + + +  

( )2
2

2
2

2
2

2
2 dcba +++  

( )( )222211114 cbdacbda −−+  

より、 11 ijij   の場合、つまり  

1111 , cbda −== や 1111 , cbda =−= が成り

立たない条件だから、  

( )( ) 022221111 =−− cbdacbda という条件

は満たさないので 2121 ZZZZ  となる。 

したがって
2 2 2 2Z a b c d= + + + と定

義することに矛盾がある。  

 

( ) ( )
2 2

Z a d b c= − + + と定義した場合

を考察する。  

ijdjcibaZ 11111 +++=  

ijdjcibaZ 22222 +++=  

dijcjbiaZZZ +++== 21  

とする。  













+++=

−+−=

−−+=

+−−=

21212121

21212121

21212121

21212121

adbccbdad

bdacdbcac

cddcabbab

ddccbbaaa

 

( ) ( )
2 2 2

Z a d b c= − + +  

bcaddcba 222222 +−+++=  

( )2
1

2
1

2
1

2
1 dcba +++=  

( )2
2

2
2

2
2

2
2 dcba +++  

( )( )222211114 cbdacbda −−+  

( )212121212 ddccbbaa +−−−  

( )21212121 adbccbda +++  

( )212121212 cddcabba −−++  

( )21212121 bdacdbca −+−  

( )2
1

2
1

2
1

2
1 dcba +++=  

( )2
2

2
2

2
2

2
2 dcba +++  

22112211 44 cbdadada −+  

22112211 44 cbcbdacb +−  

21212121 22 cbaadaaa −−  

21212121 22 adaabcaa −−  

21212121 22 cbbbdabb ++  

21212121 22 adbbbcbb ++  

21212121 22 cbccdacc ++  

21212121 22 adccbccc ++  

21212121 22 cbdddadd −−  

21212121 22 adddbcdd −−  

21212121 22 dbbacaba −+  

21212121 22 bdbaacba −+  

21212121 22 dbabcaab −+  

21212121 22 bdabacab −+  

21212121 22 dbdccadc +−  

21212121 22 bddcacdc +−  

21212121 22 dbcdcacd +−  

21212121 22 bdcdaccd +−  

( )2
1

2
1

2
1

2
1 dcba +++=  

( )2
2

2
2

2
2

2
2 dcba +++  

22112211 44 cbdadada −+  

22112211 44 cbcbdacb +−  

221122
2

1 22 cabadaa −−  

2
2112211 22 adabaca −−  

22
2

12211 22 cbbdbba ++  

2211
2

211 22 badbbcb ++  

2
2112211 22 ccbdcca ++  

221122
2

1 22 cadccbc ++  

2211
2

211 22 dcdbdda −−  

22
2

12211 22 daddbdc −−  

221122
2

1 22 dbbacba −+  

2
2112211 22 bdabaca −+  

22
2

12211 22 dabcaba −+  

2211
2

211 22 badbacb −+  

2
2112211 22 dcbdcca +−  

221122
2

1 22 dbdcdac +−  

2211
2

211 22 dcdbcda +−  

22
2

12211 22 cbdcadc +−  

( )2
1

2
1

2
1

2
1 dcba +++=  

( )2
2

2
2

2
2

2
2 dcba +++  

22112211 44 cbdadada −+  
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22112211 44 cbcbdacb +−  

2
21122

2
1 22 adadaa −−  

2
21122

2
1 22 bcbcbb ++  

22
2

1
2

211 22 cbcccb ++  

22
2

1
2

211 22 daddda −−  

2
21122

2
1 22 bdacba −+  

2
21122

2
1 22 acbdab +−  

22
2

1
2

211 22 dacdcb −+  

22
2

1
2

211 22 cbdcda +−  

( ) ( )( )2 2 2 2

1 2 1 1 1 1Z Z a d b c= − + +  

( ) ( )( )2
22

2
22 cbda ++−  

( )1111
2

1
2

1
2

1
2

1 22 cbdadcba +−+++=  

( 2
2

2
2

2
2

2
2 dcba +++  

)2222 22 cbda +−  

( )2
1

2
1

2
1

2
1 dcba +++=  

( )2
2

2
2

2
2

2
2 dcba +++  

22
2

122
2

1 22 cbadaa +−  

22
2

122
2

1 22 cbbdab +−  

22
2

122
2

1 22 cbcdac +−  

22
2

122
2

1 22 cbddad +−  

2
211

2
211 22 acbada +−  

2
211

2
211 22 bcbbda +−  

2
211

2
211 22 ccbcda +−  

2
211

2
211 22 dcbdda +−  

22112211 44 cbdadada −+  

22112211 44 cbcbdacb +−  

したがって、
2 2 2

1 2 1 2Z Z Z Z=  

同様に、 ( ) ( )
2 2

Z a d b c= + + − と定義

しても同じ
2 2 2

1 2 1 2Z Z Z Z= が成り立

つ。  

さて、上記２つの定義の式を掛けるこ

とにより、絶対値 Z が０になるかどう

かという判定と、 Z が零元になるかどう
かという判定が一致する。あらためて、  

( ) ( )
2 2

4Z a d b c= − + +   

( ) ( )
2 2

4 a d b c + + −  

 絶１①  

と定義できる。  

 

この式において、 bcad = ならば  

( ) ( )( )4 2 2
Z a d b c= − + +  

( ) ( )( )2 2
a d b c + + −  

( )( )bcaddcba −−+++= 22222
 

( )( )bcaddcba −++++ 22222
 

( )22222 dcba +++=  

したがって、
2 2 2 2Z a b c d= + + + が成

り立つ。  

( ) ( )
2 2

4Z a d b c= − + +   

( ) ( )
2 2

4 a d b c + + −  

という式は複素空間において、一般化さ

れた絶対値の式になる。  

 

ZZ ZZZ ００  211 ,0, とする。明らかに

1 20, 0Z Z=  は成り立つ。 ZZZ ０21

となるので、  

1 2 1 2 0Z Z Z Z= = となる。  

1 0Z = なので、 1 2 2Z Z Z+ = となるこ

とも予想される。  

( )(4 2

1 2 1 2 1 2Z Z a a d d+ = + − −  

( ) )2
2121 ccbb ++++  

( )( 2
2121 ddaa +++  

( ) )2
2121 ccbb −−++  

( ) ( )( )2
221

2
221 22 cbbdaa +++−+=  

( ) ( )( )2
22

2
22 cbda −++  

したがって、一般的に 1 2 2Z Z Z+  と

なり、予想は間違っていた。  

 

積による表示を計算する。  

( ) ( )( )( ) ( )( )2222
cbdacbda −++++−  

( )( )bcaddcba −−+++= 22222
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( )( )bcaddcba −++++ 22222
 

( ) ( )2
22222 4 bcaddcba −−+++=  

( ) ( ) ( )222222222
ijijjjii  +++=  

( ) ( )22222222
4 jjiiijij  ++−  

( ) ( ) ( )222222222
ijijjjii  −++=  

したがって、
22

ijij   として、  

2 2 2 2 2 2

i i j j ij ijZ      = + + −  

 絶１②  

という形でも定義できる。  

22
ijij   ならば、  

( )( )( )ijjiij ijijjjii  +++  

  ( )( )( )ijji ijijjjii  +++=  

と変換できるから、右辺の ij と ij を入

れ替えることにより、
22

ijij   という

条件だけで一般性を失わない。  

また、 0ij ならば、  

( )( )( )ijji ijijjjii  +++  

( )( )( )ijji ijijjjii  −−−−+=  

と変換できるから、 0ij という条件だ

けで一般性を失わない。  

まとめると、 0ij 、
22

ijij   という

条件だけを考慮に入れるだけで十分であ

る。  

 

積１①～積１③と Z とを比較する。  

( )
2 42 2 2 2a b c d Z+ + + −  

( ) ( ) ( )222222222
ijijjjii  +++=  

( ) ( ) ( )222222222
ijijjjii  −++−  

( ) ( )222222
jjii  ++=  

( ) ( ) 







−−+

222222
ijijijij   

( ) ( ) 04
22222222
++= ijijjjii   

したがって、  

22 2 2 2a b c d Z+ + +  絶５①  

が成り立つ。  

 

( )
24 2 2 2 2Z a b c d− + − −  

( ) ( ) ( )222222222
ijijjjii  −++=  

( ) ( ) ( )222222222
ijijjjii  −−+−  

( ) ( )222222
ijijii  −+=  

( ) ( ) 







−−+

222222
jjjj   

( ) ( ) 04
22222222
−+= jjijijii   

したがって、  
22 2 2 2a b c d Z+ − −  絶５②  

が成り立つ。  

 

( )
24 2 2 2 2Z a b c d− − + −  

( ) ( ) ( )222222222
ijijjjii  −++=  

( ) ( ) ( )222222222
ijijjjii  −+−−  

( ) ( )222222
ijijjj  −+=  

( ) ( ) 







−−+

222222
iiii   

( ) ( ) 04
22222222
−+= iiijijjj   

したがって、  
22 2 2 2a b c d Z− + −  絶５③  

が成り立つ。  

 

積１①を使う。  
2

2 2 2 2

Z

a b c d+ + +
 

( )( )( )
( )( )( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

i i j j ij ij

i i j j ij ij

     

     

+ + −
=

+ + +
 

2 2

2 2

ij ij

ij ij

 

 

−
= 

+
絶５④  

 

( )
22 2 2 2a b c d Z+ + + −  
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( )( )( )222222
ijijjjii  +++=  

( )( )( )222222
ijijjjii  −++−  

( ) ( )
2 2

2 2 2 2 22 ij i i j j    = + +  

したがって、  

( )
22 2 2 2a b c d Z+ + + −  

( )( )2 2 2 2 22 ij i i j j    = + +  

 絶６②  

が成り立つ。同様に、  

( )
22 2 2 2a b c d Z+ + + +  

( )( )2 2 2 2 22 ij i i j j    = + +  

 絶６③  

( )
2 2 2 2 2Z a b c d− + − −  

( )( )2 2 2 2 22 j i i ij ij    = + −  

 絶６④  

( )
2 2 2 2 2Z a b c d+ + − −  

( )( )2 2 2 2 22 j i i ij ij    = + −  

 絶６⑤  

( )
2 2 2 2 2Z a b c d− − + −  

( )( )2 2 2 2 22 i j j ij ij    = + −  

 絶６⑥  

( )
2 2 2 2 2Z a b c d+ − + −  

( )( )2 2 2 2 22 i j j ij ij    = + −  

 絶６⑦  

も成り立つ。  

 

次に条件を限定し、 0,1 == jj  の場合

を考察する。  

dijcjbia +++  

( )( )iji ijijii  ++=  

ijji ijiijiijiiji  +−+=  

したがって、 bdac −= が成り立つ。  

2 2 2 2

i i ij ijZ    = + − 絶３②  

絶６④・絶６⑤の式より、  

2 2 2 2Z a b c d= + − − 絶３①  

が成り立つかもしれない。  
2222 dcba −−+ が絶対値の用件を満  

たすかどうか考察する。  

ijdjcibaZ 11111 +++=  

ijdjcibaZ 22222 +++=  

として 1 2Z Z を考察する。  

2

1 2Z Z  

( )221212121 ddccbbaa +−−=  

( )221212121 cddcabba −−++  

( )221212121 bdacdbca −+−−  

( )221212121 adbccbda +++−  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 ddccbbaa +++=  

221122112211 222 dadacacababa +−−  

221122112211 222 dcdcdbdbcbcb −−+  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 cddcabba ++++  

221122112211 222 cbdadbcababa −−+  

221122112211 222 dcdccadbdacb +−−  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 bdacdbca −−−−  

221122112211 222 cbdacacadcba +−+  

221122112211 222 badcdbdbdacb +−+  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 adbccbda −−−−  

221122112211 222 dadadbcadcba −−−  

221122112211 222 badccadbcbcb −−−  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 ddccbbaa +++=  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 cddcabba ++++  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 bdacdbca −−−−  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 adbccbda −−−−  

22112211 44 dbdbcaca −−  

22112211 44 cadbdbca −−  

( )2
1

2
1

2
1

2
1 dcba −−+=  

( )2
2

2
2

2
2

2
2 dcba −−+  

( )( )222211114 dbcadbca ++−  

2 2

1 2Z Z=  

( )( )222211114 dbcadbca ++−  

したがって、 1111 dbca −= または  

2222 dbca −= なので、 1 2 1 2Z Z Z Z= を

満たす。  

( ) ( )
2 2

4Z a d b c= − + +   
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( ) ( )
2 2

4 a d b c + + −  

の式において、 bdac −= とする。  

( ) ( )( )( ) ( )( )2222
cbdacbda −++++−  

( )22222 dcba −−+−  

( )( )222222 2 dcadbcdcba ++−+−−+=  

( )( )222222 2 dcbcaddcba ++−+−−+

       ( )22222 dcba −−+−  

( )( )2222224 dcdcba +−−+=  

( )( )22224 dcbcaddcadbc ++−++−+  

( )( ) ( )22222 44 adbcdcba −−++=  

( )222222224 cbdadbca +++=  

( )abcddacb 24 2222 −+−  

( )abcddbca 24 2222 ++=  

( )24 bdac +=  

0=   

したがって、
2 2 2 2Z a b c d= + − − は、 

( ) ( )
2 2

4Z a d b c= − + +   

( ) ( )
2 2

4 a d b c + + −  

の特殊例として扱える。  

 

同様な方法で 0,1 == ii  の場合を考察

する。  

dijcjbia +++  

( )( )ijj ijijjj  ++=  

ijji ijjijjijjijj  ++−=  

したがって、 cdab −= が成り立つ。  

2 2 2 2

i i ij ijZ    = + − 絶４②  

絶６⑥・絶６⑦の式より、  

2 2 2 2Z a b c d= − + − 絶４①  

が成り立つ。  

同様に、
2 2 2 2Z a b c d= − + − が  

( ) ( )
2 2

4Z a d b c= − + +   

( ) ( )
2 2

4 a d b c + + −  

の特殊例として扱える。  

 

2222 dcba −++ が絶対値の用件を満た

すかどうか考察する。  

ijdjcibaZ 11111 +++=  

ijdjcibaZ 22222 +++=  

として 1 2Z Z を考察する。  

( )
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2Z Z a a b b c c d d= − − +  

( )221212121 cddcabba −−++  

( )221212121 bdacdbca −+−+  

( )221212121 adbccbda +++−  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 ddccbbaa +++=  

221122112211 222 dadacacababa +−−  

221122112211 222 dcdcdbdbcbcb −−+  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 cddcabba ++++  

221122112211 222 cbdadbcababa −−+  

221122112211 222 dcdccadbdacb +−−  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 bdacdbca ++++  

221122112211 222 cbdacacadcba −+−  

221122112211 222 badcdbdbdacb −+−  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 adbccbda −−−−  

221122112211 222 dadadbcadcba −−−  

221122112211 222 badccadbcbcb −−−  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 ddccbbaa +++=  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 cddcabba −−++  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 bdacdbca −+−+  

( ) ( ) ( ) ( )221
2

21
2

21
2

21 adbccbda −++−  

( ) ( )221
2

21 22 cddc ++  

( ) ( )221
2

21 22 bddb ++  

( ) ( )221
2

21 22 bccb −−  

22112211 44 cbdadbca −−  

22112211 44 cadbdacb −−  

22112211 44 badcdcba −−  

( )2
1

2
1

2
1

2
1 dcba −++=  

( )2
2

2
2

2
2

2
2 dcba −++  

( ) ( )221
2

21 22 cddc ++  

( ) ( )221
2

21 22 bddb ++  

( ) ( )221
2

21 22 bccb −−  
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22112211 44 cbdadbca −−  

22112211 44 cadbdacb −−  

22112211 44 badcdcba −−  

 

特に、  

22112211 44 cbdadbca −−  

22112211 44 cadbdacb −−  

22112211 44 badcdcba −−  

の式に 21,aa が含まれるので、乗法の式

に変形できない。したがって、  

1 2 1 2Z Z Z Z= を満たすことはないよ

うである。  

また、  

( ) ( )
2 2

4Z a d b c= − + +   

( ) ( )
2 2

4 a d b c + + −  

と比較すると、  

( ) ( )( )( ) ( )( )2222
cbdacbda −++++−  

( )22222 dcba −++−  

( )( )22222 2 dadbcdcba +−+−++=  

( )( )22222 2 dbcaddcba +−+−++  

( )22222 dcba −++−  

( ) 222224 ddcba −++=  

( )( )224 dbcaddadbc +−+−+  

( ) 222224 ddcba −++=  

( )( )244 bcadd −−+  

( ) ( )22222 44 adbcdcba −−++=  

( )2222224 dcdbda ++=  

( )abcddacb 24 2222 −+−  

( )abcddccbdb 24 222222 ++−=  

( ) ( )( )222224 bcadcbad −−++=  

したがって、
2222 dcba −++ は絶対値

の条件を満たさない。  

 

         （証明完）  

 

( ) ( )
2 2

4Z a d b c= − + +   

( ) ( )
2 2

4 a d b c + + −  

の性質を考察する。  

１変数が違う場合。  

・ dijcjbiaZ +++= 11  

dijcjbiaZ +++= 22 の場合、  

2 1 2 1Z Z a a− = −  

・ dijcjibaZ +++= 11  

dijcjibaZ +++= 22 の場合、  

2 1 2 1Z Z b b− = −  

・ dijjcbiaZ +++= 11  

dijjcbiaZ +++= 22 の場合  

2 1 2 1Z Z c c− = −  

・ ijdcjbiaZ 11 +++=  

ijdcjbiaZ 22 +++= の場合、  

2 1 2 1Z Z d d− = −  

いずれも、各座標の線分の差になる。  

２変数が違う場合。  

・ dijcjibaZ +++= 111  

dijcjibaZ +++= 222 の場合、  

( ) ( )( )4 2 2

2 1 2 1 2 1Z Z a a b b− = − + −  

( ) ( )( )2
12

2
12 bbaa −+−  

( ) ( )
2 2

2 1 2 1 2 1Z Z a a b b− = − + −  

・ dijjcbiaZ +++= 111  

dijjcbiaZ +++= 222 の場合、  

( ) ( )( )4 2 2

2 1 2 1 2 1Z Z a a c c− = − + −  

( ) ( )( )2
21

2
12 ccaa −+−  

( ) ( )
2 2

2 1 2 1 2 1Z Z a a c c− = − + −  

・ ijdcjbiaZ 111 +++=  

ijdcjbiaZ 222 +++= の場合、  

( )
4 2

2 1 2 1 2 1Z Z a a d d− = − − +  

    ( )21212 ddaa −+−  

( ) ( )( )22
12

2
12 ddaa −−−=  

( ) ( )
2 2

2 1 2 1 2 1Z Z a a d d− = − − −  

・ dijjcibaZ +++= 111  

dijjcibaZ +++= 222 の場合、  
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( )
4 2

2 1 2 1 2 1Z Z b b c c− = − + −  

( )21212 ccbb +−−  

( ) ( )
2 2

2 1 2 1 2 1Z Z b b c c− = − − −  

・ ijdcjibaZ 111 +++=  

ijdcjibaZ 222 +++= の場合、  

( ) ( )( )4 2 2

2 1 1 2 2 1Z Z d d b b− = − + −  

( ) ( )( )2
12

2
12 bbdd −+−  

( ) ( )
2 2

2 1 2 1 2 1Z Z b b d d− = − + −  

・ ijdjcbiaZ 111 +++=  

ijdjcbiaZ 222 +++= の場合、  

( ) ( )( )4 2 2

2 1 1 2 2 1Z Z d d c c− = − + −  

( ) ( )( )2
21

2
12 ccdd −+−  

( ) ( )
2 2

2 1 2 1 2 1Z Z c c d d− = − + −  

２変数が違う場合について  

da, のみ違う場合、 cb, のみ違う場合は、

２変数の差の双曲的絶対値になる。以外

は２変数の差の絶対値になる。  

３変数が違う場合、たとえば  

dijjcibaZ +++= 1111  

dijjcibaZ +++= 2222  

とおくと、  
4

2 1Z Z−  

( ) ( )( )2
1212

2
12 ccbbaa −+−+−=  

    ( ) ( )( )2
1212

2
12 ccbbaa +−−+−  

( )412 aa −=  

( ) ( )( 2
1212

2
12 ccbbaa −+−−+  

( ) )2
1212 ccbb +−−+  

( ) ( )21212
2

1212 ccbbccbb +−−−+−+  

( )412 aa −=  

( ) ( ) ( )( )2
12

2
12

2
12 22 ccbbaa −+−−+  

( ) ( )( )22
12

2
12 ccbb −−−+  

( )412 aa −=  

( ) ( ) ( )( )2
12

2
12

2
12 22 ccbbaa −+−−+  

( ) ( )( )22
12

2
12 ccbb −+−+  

( ) ( )212
2

124 ccbb −−−  

( ) ( ) ( )( )22
12

2
12

2
12 ccbbaa −+−+−=  

( ) ( )212
2

124 ccbb −−−  

したがって、３変数が違った場合、合

理化する式はないようである。  
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定理（逆数）  

Z a bi cj dij= + + + とおくと、  

( )( )( )
2

4

21 Z ad bc ij a bi cj dij

Z Z

− − − − +
=  

( )4

1
a bi cj dij

Z
= + − −  

( )( )a bi cj dij a bi cj dij − + − − − +  

0ad bc− = ならば、  

( )2

1 1
a bi cj dij

Z Z
= − − +  

 

（証明）  

ijdjcibaZ 11111 +++=  

ijdjcibaZ 22222 +++=  

とする。  

1 2 1Z Z = ならば、  

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1

0

0

0

a a b b c c d d

a b b a c d d c

a c b d c a d b

a d b c c b d a

− − + =


+ − − =


− + − =
 + + + =

 

を 1111 ,,, dcba の連立方程式と考える。  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1

0

0

0

b c d

a d c

d a b

c b a
a

a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

− −

− −

− −

=
− −

− −

− −

 

分母

2222

2222

2222

2222

abcd

badc

cdab

dcba

−−

−−

−−

=  

4

2Z=  

分子

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1

0

0

0

b c d

a d c

d a b

c b a

− −

− −
=

− −
 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

a d c

d a b

c b a

− −

= − −  

3

2 2 2 2 2 2 2a b c d b c d= + +  

2 2 2

2 2 2 2 2 2a c a b a d+ + −  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1

0

0

0

a c d

b d c

c a b

d b a
b

a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

−

− −

−

=
− −

− −

− −

 

分子

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1

0

0

0

a c d

b d c

c a b

d b a

−

− −
=

−
 

第１列と第２列を入れかえる  

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1

0

0

0

a c d

b d c

c a b

d b a

−

− −
= −

−
 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

b d c

c a b

d b a

− −

= − −  

2 2 2

2 2 2 2 2 2a b b d b c= − − +  

3

2 2 2 2 2 2 2a c d a c d b− − −  

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1

0

0

0

a b d

b a c

c d b

d c a
c

a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

−

−

− −

=
− −

− −

− −

 



 36 

分子

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1

0

0

0

a b d

b a c

c d b

d c a

−

−
=

− −
 

第１列と第３列を入れかえる  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1

0

0

0

b a d

a b c

d c b

c d a

−

−
= −

− −
 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

a b c

d c b

c d a

−

= − − −  

2 2 2

2 2 2 2 2 2a c b c c d= − + −  

3

2 2 2 2 2 2 2c a b d a b d− − −  

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1

0

0

0

a b c

b a d

c d a

d c b
d

a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

− −

−

−

=
− −

− −

− −

 

分子

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1

0

0

0

a b c

b a d

c d a

d c b

− −

−
=

−
 

第１列と第４列を入れかえる  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1

0

0

0

b c a

a d b

d a c

c b d

− −

−
= −

−
 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

a d b

d a c

c b d

−

= − −  

2 2 2

2 2 2 2 2 2a d b d c d= − + +  

3

2 2 2 2 2 2 2a b c a b c d+ + +  

 

Z a bi cj dij= + + +  

の場合、  

4

1 1

Z Z
=  

( ) 3 2 2 22a bcd ac ab ad + + + −  

( )2 2 2 32a b bd bc acd b i− + − + +  

( )2 2 2 3 2a c b c cd c abd j− − + + +  

( ) 2 2 2 32a d b d c d abc d ij+ − + + + +  

( )( ) 2 2 2 2

4

1
2a a b c d bcd

Z
= + + − +  

( )( )2 2 2 2 2b a b c d acd i− + − + +  

( )( )2 2 2 2 2c a b c d abd j− − + + +  

( )( ) 2 2 2 2 2d a b c d abc ij+ − + + + +  

( ) 2 2

4

1
2 2a Z ad bcd

Z
= − +  

( )2 22 2b Z bc acd i− − +  

    ( )2 22 2c Z b c abd j− − +  

( ) 2 22 2d Z a d abc ij+ − +  

( )( ) 2

4

1
2a Z d ad bc

Z
= − −  

( )( )2
2b Z c ad bc i− + −  

    ( )( )2
2c Z b ad bc j− + −  

( )( ) 2
2d Z a ad bc ij+ − −  

 ( )
2

4

Z
a bi cj dij

Z
= − − +  

( )
( )4

2 ad bc
d ci bj aij

Z

−
− + + +  

( )
( )4

2 ad bc
d ci bj aij

Z

−
+ + +  

 
( )( )

( )
( )

2

4 2

2 ad bc ij
d ci bj aij

Z ij

−
= + + +  

( )
( )4

2 ad bc ij
a bi cj dij

Z

−
= − − +  
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したがって、  

( )( )( )
2

4

21 Z ad bc ij a bi cj dij

Z Z

− − − − +
=  

( )
2

2Z ad bc ij− −  

( )2 2 2 2 2a b c d ad bc ij= + + + − −  

( )
22 2a dij adij= + −  

( ) ( )
2 2

2bi cj bcij− − +  

( ) ( )
2 2

a dij bi cj= − − −  

( )( )a bi cj dij a bi cj dij= + − − − + −  

したがって、  

( )4

1 1
a bi cj dij

Z Z
= + − −  

( )( )a bi cj dij a bi cj dij − + − − − +  

が成り立つ。  

さらに、 0ad bc− = ならば、 Z Z= な

ので、  

( )2

1 1
a bi cj dij

Z Z
= − − +  

となる。  

       （証明完）  

 

系（逆数より）  

Z a bi cj dij= + + + として、  

( )( )
4

Z a bi cj dij a bi cj dij= + + + + − −  

( )( )a bi cj dij a bi cj dij − + − − − +  

 絶１③  

が成り立つ。  

 

（証明）  

( )4

1 1
a bi cj dij

Z Z
= + − −  

( )( )a bi cj dij a bi cj dij − + − − − +  

より、  

( )( )
4

Z a bi cj dij a bi cj dij= + + + + − −  

( )( )a bi cj dij a bi cj dij − + − − − +  

       （証明完）  



 38 

複素空間上の三平方の定理  

 

定理（複素空間上の三平方の定理）  

複素空間において、絶対値を Z で定義

した場合、三平方の定理は成り立たない。

複素空間の中で、楕円型空間の性質をも

った場所、双曲型空間の性質をもった場

所が存在する。  

 

（証明）  

OAB において、 OAB が９０°とする。 

たとえば、３点 , ,O A Bの座標を  

( )0,0,0,0O = , ( )1,1, 1,1A = − , 

( )2,2,2, 2B = −  

とする。ユークリッド空間であれば、各

線分の長さは、  
2 2

4, 16OA OB= =  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1AB = − + − + + + − −

   20=  

となり、 OAB において三平方の定理が

成り立つ。  

しかし、複素空間上で考えると、  
2 2

0, 0OA OB= =  

( )1,1,3, 3AB = −  

( ) ( )( )2 2 2
1 3 1 3AB = + + +  

( ) ( )( )2 2
1 3 1 3 − + −  

   16=  
2 2 2

OA OB AB+   

より、三平方の定理が成り立たない。  

この場合、双曲型空間の性質をもってい

る。  

 

( )1 1 1 1, , ,A a b c d= , ( )2 2 2 2, , ,B a b c d=  

とする。  

1 1 1 1 2 2 2 2,a d bc a d b c= = を満たすならば、  

2 2 2 2 2

1 1 1 1OA a b c d= + + +  

2 2 2 2 2

2 2 2 2OB a b c d= + + +  

となる  

( )2 1 2 1 2 1 2 1, , ,AB a a b b c c d d= − − − −  

において、  

( )( ) ( )( )2 1 2 1 2 1 2 1a a d d b b c c− − − − −  

1 2 2 1 1 2 2 1a d a d bc b c= − − + +  

一般的に  

( )( ) ( )( )2 1 2 1 2 1 2 1a a d d b b c c− −  − −  

( ) ( )
2 2 2

2 1 2 1AB a a b b − + −  

( ) ( )
2 2

2 1 2 1c c d d+ − + −  

絶対値の条件（絶５１）により、  
2 2

AB AB  

したがって  
2 2 2

OA OB AB+ =  

2 2 2 2
OA OB OA OB+ = +  

2 2 2
OA OB AB+   

が成り立つ。この場合、楕円型空間の性

質をもっている。  

 

          （証明完）  
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４次元ユークリッド空間 
 

４次元ユークリッド空間を E、空間上の

点を ( ), , ,E a b c d= と表記する。  

( )1 1 1 1 1, , ,E a b c d= , ( )2 2 2 2 2, , ,E a b c d= とす

る。  

加法・減法については、  

( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , ,E E a a b b c c d d =      

と定義する。  

積については、 1 2 1 2E E E E= が成り立

つよう定義しなければならない。  

 

Eが 2 次元であれば、乗法公式  

( )( )2 2 2 2

1 1 2 2a b a b+ +  

( ) ( )
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2a a b b a b b a= − + +  

より ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2,E E a a bb a b b a= − + と定義

することができる。そして、この式は、

複素数
1 1 1Z a b i= + と

2 2 2Z a b i= + の積の

定義と一致する。  

 

さて、乗法公式の符号を変えて、  

( )( )2 2 2 2

1 1 2 2a b a b+ +  

( ) ( )
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2a a b b a b b a= + + −  

とすると、 ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2,E E a a bb a b b a= + −

と定義することも可能である。  

この定義は、複素数
1 1 1Z a b i= + と  

2 2 2Z a b i= − の積と一致する。ただ、  

2 2b b − = とおけば、従来の複素数の積と

一致する。  

ところで、
1 2 1 2a a bb+ はベクトルの内積  

1 2 1 2a b b a− は外積のスカラー量である。し

たがって、  

( )1 2 ,E E = 内積 外積  

   注：外積はベクトルなので、スカ

ラー量として 外積 と表記し

た。  

と扱うことも可能と思う。  

 

定理（ ad bc= の場合の乗法の定義）  

４次元ユークリッド空間の絶対値を  

2 2 2 2E a b c d= + + + とする。  

( ) ( )1 1 1 1 1 2 2 2 2 2, , , , , , ,E a b c d E a b c d= = に お

いて、
1 1 1 1a d b c= ,

2 2 2 2a d b c= ならば、絶対

値の条件 1 2 1 2E E E E= を満たす積
1 2E E

の演算方法が存在する。  

そして、 ( )1 2 12 12 12 12, , ,E E a b c d= とおくと、 

12 12 12 12a d b c= を満たす。  

1 0a  ,
2 0a  として、積は  

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1
E E a a bb a a c c

a a


= − −


 

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1
, a b b a a a c c
a a

+ −  

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1
, a a bb a c c a
a a

− +  

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1
, a b b a a c c a
a a


+ + 


 

と定義できる。  

（証明）  

0a = の場合、ad bc= より 0b = 又は 0c =
とならなければならない。  

つまり、２次元の平面を扱うことのにな

るので、 0a  として十分である。  

 

( ), , ,E a b c d= において、 , 0ad bc a=  と

する。  

, , ,a su b tu c sv d tv= = = =  

0, 0s u   

と満たす数の組 ( ), , ,s t u v が存在すると仮

定する。明らかに、 , 0ad bc a=  を満た

す。  

( )( )a b c d s t u v+ + + = + +  

ad bc= より、  

bc
a b c d a b c

a
+ + + = + + +  

( )( )
1

a b a c
a

= + +  

( ) 1
c

a b
a

 
= + + 

 
 

したがって、  

, , 1,
c

s a t b u v
a

= = = =  

とすればいいので、数の組 ( ), , ,s t u v は存

在する。  
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( ) ( )1 1 1 1 1 2 2 2 2 2, , , , , , ,E a b c d E a b c d= = に お

いて、
1 1 1 1 1, 0a d bc a=  ,

2 2 2 2 2, 0a d b c a=   

とする。それぞれに対する  

( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , , ,s t u v s t u v が存在する。  

2 2

1 2E E  

( )2 2 2 2

1 1 1 1a b c d= + + +  

( )2 2 2 2

2 2 2 2a b c d + + +  

( )( )2 2 2 2

1 1 1 1s t u v= + +  

( )( )2 2 2 2

2 2 2 2s t u v + +  

( )( )( )( )2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 21 1a b v a b v= + + + +  

この式で、 ( )( )2 2 2 2

1 1 2 2a b a b+ + と  

( )( )2 2

1 21 1v v+ + の組合せで、2 次元での

場合のように、乗法公式で展開が可能で

ある。また、符号を＋で統一すると、  
2 2

1 2E E  

( ) ( )( )2 2

1 2 1 2 1 2 1 2a a b b a b b a= − + +  

( ) ( )( )2 2

1 2 1 21 v v v v − + +  

( )( )( )
2

1 2 1 2 1 21a a bb v v= − −  

( )( )( )
2

1 2 1 2 1 21a b b a v v+ + −  

( )( )( )
2

1 2 1 2 1 2a a bb v v+ − +  

( )( )( )
2

1 2 1 2 1 2a b b a v v+ + +  

したがって、  

( )( )(1 2 1 2 1 2 1 21E E a a bb v v= − −  

( )( )1 2 1 2 1 2, 1a b b a v v+ −  

( )( )1 2 1 2 1 2, a a bb v v− +  

( )( ))1 2 1 2 1 2, a b b a v v+ +  

( ) 1 2
1 2 1 2

1 2

1
c c

a a b b
a a

  
= − −  

 
 

( ) 1 2
1 2 1 2

1 2

, 1
c c

a b b a
a a

 
+ − 

 
 

( ) 1 2
1 2 1 2

1 2

,
c c

a a b b
a a

 
− + 

 
 

( ) 1 2
1 2 1 2

1 2

,
c c

a b b a
a a

 
+ +  

 
 

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1
a a bb a a c c

a a


= − −


 

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1
, a b b a a a c c
a a

+ −  

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1
, a a bb a c c a
a a

− +  

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1
, a b b a a c c a
a a


+ + 


 

とすれば、
1 2E E の計算方法が定義できて、 

1 2 1 2E E E E= を満たす。  

さらに、 ( )1 2 12 12 12 12, , ,E E a b c d= とおくと、

12 12 12 12a d b c= を満たすことは明らかであ

る。  

（証明完）  

 

 

定理（ユークリッド空間と複素空間）  

複素空間 ( ), , ,a b c dZ 、及びユークリッド

空間 ( ), , ,a b c dE において、共に ad bc= を

満たすとする。ユークリッド空間上の点

1 2,E E において、 1 2 1 2E E E E= となるよ

うな、そして複素空間上での積の演算方

法が一致するような積
1 2E E が存在する。 

( ) ( )1 1 1 1 1 2 2 2 2 2, , , , , , ,E a b c d E a b c d= = に

おいて、 1 1 1 1 1, 0a d bc a=   

, 2 2 2 2 2, 0a d b c a=  ならば、積 1 2E E は  

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1
E E a a bb a a c c

a a


= − −


 

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1
, a b b a a a c c
a a

+ −  

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1
, a a bb a c c a
a a

− +  

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1
, a b b a a c c a
a a


+ + 


 

と定義できる。  

（証明は略）  
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定理  

（ユークリッド空間と複素空間 No2）  

４次元ユークリッド空間 ( )4E の点  

( ), , ,E a b c d において、絶対値を  

( ) ( )
2 2

4E a d b c= − + +  

( ) ( )
2 2

4 a d b c + + −  

と定義する。  

２点 ( ) ( )1 1 1 1 1 2 2 2 2 2, , , , , , ,E a b c d E a b c d の積

が ( ), , ,E a b c d になるとして、  

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

a a a b b c c d d

b a b b a c d d c

c a c b d c a d b

d a d b c c b d a

= − − +


= + − −


= − + −
 = + + +

 

と定義する。このとき 1 2 1 2E E E E= が

成り立つ。そして、この積の定義は、複

素空間上の積の定義と一致する。  

（証明は略）  

 


